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Avant propos

AVANT PROPOS

Le présent manuel intitulé « Mécanique des Fluides Approfondie : Exercices Résolus » ;
est realise suivant le programme du module TECO058, portant le titre de I’Hydraulique

Avancée’ appartenant au cursus de formation de I’Ingénieur Hydraulicien.

Le travail est le fruit d’enseignement du module pendant quatre ans au niveau de
I’Institut d’Architecture, de Génie Civil et d’Hydraulique, au niveau du Centre Universitaire

de Béchar. Il comporte alors aussi, les examens résolus du module.

Son utilité apparait sur son contexte de présenter des exercices résolus pour des sujets
dont de tels sont un peu rares. En plus des ingénieurs hydrauliciens, il peut servir aussi a la
formation des ingénieurs meécaniciens, chimistes et physiciens, comme il forme un outil
intéressant pour les étudiants de poste graduation des différentes spécialités précitées, vu le
mangque flagrant des ouvrages de ce genre.

Quatre sujets fondamentaux y sont traités : les écoulements visqueux, la turbulence, la
couche limite, et les écoulements transitoires, dont plus de soixante (60) exercices sont

présentes, exposés, traités et résolus d’une maniére détaillée et exhaustive.
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Ecoulements visqueux

ECOULEMENTS VISQUEUX

Exercice 1 :

Donner I’équation de mouvement d’un écoulement permanent, irrotationnel, pour un fluide
incompressible pour :

- un fluide réel ?

- un fluide parfait ?

Solution :

Pour un fluide réel, I’équation d’Euler s’écrit :

—

p%—\:+rot\7 \7+%.gradp :—gradp+p§+,uA\7

. ov
Pour un écoulement permanent, nous avons : _'[ =0

Pour un écoulement irrotationnel, nous avons : rotV =0

Avec rot(rotv) = grad (diw) - div(gradV)
On admet que la force de pesanteur dérive d’un potentiel U : a = gradU

,o(%gradv 2)= —gradp + pgradU + 1AV

o(—-gradu +%grad p +%gradvz) = LAV
- 1 1., —
p.grad(-U +; p +§V ) = LAV

Ona:U=-g.z p.grad(gz +%p+%v2) = uAV

Pour un fluide parfait, nous avons : =0

pgrad(gz+—= p+=V?)=0
Yo 2
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Ecoulements visqueux

0z s L P +%V2 = Cons tante
0

Divisant les deux termes de 1’équation par g ; nous aurons :

z+£+iv2 = Cte
o 29

Cette derniére n’est autre que I’équation de Bernoulli.

Exercice 2 :

Etablir I’équation de mouvement d’un écoulement permanent d’un fluide réel incompressible
se produit entre deux plaques planes lisses paralleles ?
(Ecoulement monodimensionnel suivant x)

Solution :

L’¢équation d’Euler s’écrit :
Suivant x : Q1 u 4y p WMy = 2P A
ot ox oy 0z 0X
ov _ov ov _ - op

ov
Suivant A U—+HV— W) = — + LAV
uivanty s o VTV Ty T
ow  ow ow, _-adp

. ow
Suivantz: p.(—+U—+V—+W—

=— + uA\w
ot 0X oy 0z 0z HA

On a aussi écoulement monodimensionnel :
v=w=0

= =— =—_=(
dy oy> 0z 0z’
ov_ov_0°v_9d°v _
—=—= —=—=0
ox 0z ox* o0z’
aw_a_w_aw_aw_o

ox dy ox> oy’

Et puisque c’est incompressible et permanent, on peut écrire de I’équation de continuité :
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Ecoulements visqueux

—=—=—=——=—13=0

ox oy o0z ox* o0z’

w_ov_ow_,

ot ot ot

Les trois équations d’Euler deviennent : —_6p + ,uﬂ =0, @ =0, et @ =
ox ay’ ay 0z

op  0°u
ox ay_2
op
a_y =
op
i

Qui démontre que c’est un écoulement de Couette.

Exercice 3 :

Un écoulement d’un liquide de viscosité dynamique 4= 2.10 N.s/m’, sur une plaque plane
fixe, est caractérisé par le profil donné par le schéma ci-dessous :

u=2m/s

\lf\l/ll

4
7/ V4 S

si ’épaisseur de 1’écoulement est e = 5 cm, déterminer la valeur de la contrainte de
cisaillement :

a- a la paroi ?

b- a une distance de 2 cm de la paroi ?

c- a une distance e de la paroi ?

Solution :
Nous avons :
r=pdY
dy
u u
Et d’apres le profil, ona: tga= —= = u us=-—"2y= L_y =40y
e y e 0,05
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Ecoulements visqueux

u=2m/s

N\ S
—
e _9

Y a

\
S S S

&~ 40
dy

T= ud—”= 140 =2.107.40 = 0,8 N/m’
dy

) du ) _ < .
Puisque v est constante, la valeur de la tension de cisaillement est constante a n’importe

quel point de I’écoulement est égale a 0,8 N/m”.

Exercice 4 :

La distribution de vitesses pour un écoulement permanent incompressible bidimensionnel est
donnée par :

U= - X
x2+y2
V=13 yz
X"ty

a- montrer que cette distribution satisfait 1’équation de continuité ?
b- montrer que 1’écoulement vérifie 1’équation de Laplace si le champ de vitesse dérive d’un
potentiel ?

Solution :

a- I’équation de continuité pour un écoulement incompressible bidimensionnel est donnée
par:

Et nous avons :

u_ -1 . 2x

ax X2 + y2 (XZ + y2)2
ov -1, 2y’

ay XZ + y2 (XZ + y2)2
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Ecoulements visqueux

- 2 _ 2 _ 2 2

leV_a_u_l_av 1 N 2X N 1 N 2y _ 2 +2(x +y7)

ax ay X2 + y2 (X2 + y2)2 X2 + y2 (XZ + y2)2 X2 + y2 (X2 + y2)2
divw=—2 +_*2 __

X2 + y2 X2 + y2
Donc divV =0 : I’écoulement est continu.

b-nousavons:V =u+v

Si le champ de vitesse dérive d’un potentiel, on peut écrire :

ax 6y
— 6(0 09 _
V = grad
ax oy - grady

Nous avons aussi : divV =0 div(gradg)=0 Ag =0

’p  0°p -\ L s
% + 7 = 0 ; cette dernicre est bien évident, 1’équation de Laplace

Exercice 5 :

Le profil de vitesse pour un écoulement plan d’un liquide, est donné par :

V(y) =3y +2.y%

Si la viscosité dynamique du liquide est p=3,5.107 N.s/m”.
Calculer la valeur de la tension de cisaillement a la paroi et a 30 cm de celle-ci ?

Solution :

Ona:
r:,ud—u
dy

Avec V =3y +2.y*.
—=90.y +4.
dy y +4y

A la paroi : 7, = y‘;—“ y=0 =3,5.102.(9.0 +4.0)= 0
y
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Ecoulements visqueux

A 30 cm de la paroi : 7, = ,u(;—u y=0s = 3,5.10%.(9.0,3 +4.0,3) = 7,035.10° N/m2
, y 1=

Exercice 6 :
Soit un écoulement plan d’un liquide de viscosité cinématique v = 5.10 m*/s et de masse

volumique p = 10° kg/m’ sur une plaque plane.
Le profil de vitesse est donné par :

1 3
Viy)= =y .
(y) Y
Déterminer la valeur de la tension de cisaillement :
- a la paroi ?

- a7 cmde la paroi ?

Solution :

Avec 4=v.p=5.10"10° =5.10"'kg/m = 5N.s/m’

v _3,

dy 2

dv
Ty:() = /,Id—y‘yzo = O

\Y
T,0s = ﬂ‘i_y‘ y=0s = 5.(3/2.0,07%) = 3,67.10° N.m2
Exercice 7 :
Soit un écoulement dont le potentiel des vitesses est donné par :
®=x"-2.y—y* avecv = gradd
Démontrer que 1’écoulement est :
- bidimensionnel
- permanent
- continu (vérifiant 1’équation de continuité) ?

Solution :

- Nous avons : V(u,v,w)
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Ecoulements visqueux

Avec :
u= % =2X
oX
V= % =-2.y-2
ay
_9%_,
0z

I1 est évidant, que la vitesse ne dépend pas de z : I’écoulement est donc bidimensionnel.

oV _ ogradg _ 0
ot ot
I1 est évident, que la vitesse ne dépend pas du temps : I’écoulement est donc permanent.

- D’autre part, nous avons :

-onaaussi:diVVZO—UJr @Jr a—W=2—2+O=O
ox 0y 0z

L’équation de continuité est vérifiée, donc 1’écoulement est continu.

Exercice 8 :
Supposant que les composantes du vecteur vitesse sont :

2 2
u=x +z

V=X Ty

Déterminer les composantes du vecteur vitesse suivant la direction z, qui satisfont I’équation
de continuité ?

Solution :

Pour satisfaire I’équation de continuité, divV = 0.

ou ov ow ow ou ov
—t —F —=0 —=-[—+ —]
ox o0y 0z 0z ox oy
Nous avons :
u=x>+7
V=);2+y2
a—u=2.x et ﬂ=2.y
0X ay
ow

—=-(xty) w=-2(x+ty)z
0z
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Ecoulements visqueux

Exercice 9 :

Le profil de vitesses pour un écoulement plan sur une plaque plane fixe, d’un liquide de
viscosité dynamique p = 102 N.S/m? est donné par :

V(y)= y  +2.y°+5y
Déterminer la valeur de la tension de cisaillement a 10 cm de la paroi ?
Solution :

Ona:

Et nous avons : V(y) = y> +2.y° + 5.y

OI—V:3.y2 +4.y+5
dy

T= y(;—vz 2.102.[3.0,1° + 4.0,1 + 5] =2.102.[0,03 + 0,4 + 5] = 10,86. 10> N/m”.
y

7=10,86. 102 N/m>.

Exercice 10 :

Sur une plaque plane lisse, faisant avec I’horizontal un angle @, en mouvement permanent
bidimensionnel établi et sous une épaisseur a, coule sous I’effet de la pesanteur, un liquide de
viscositéV .

Déterminer le débit par unité de largeur et la vitesse débitante (moyenne) ?

Solution :

Les équations de Navier-Stokes s’écrivent a 2 dimensions :

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus



Ecoulements visqueux

. ou  du du. —O0p 0°u  0%u
Suivant x : ,o(—+ 3 w—): an+,L1.(aX2+azz)

ow ow  ow —apgw(azw azw)

Suivant z : —+u—+W— = . +
P ox )= 0z ox*  0z°

De I’équation de continuité, on écrit :

ou aw
ax az

0
L’¢écoulement est permanent : a3 0
_ ow

L’écoulement est établi: — =0 —=0
0x 0z

w est nul et u ne dépend que de z, ce qui nous permet d’écrire :

ap, _Iuazu
ox 0z°
opg _
—=0 avec P,=p+ p.gh
0z
op oh op
+ —=0 soit: + 0.9.Cosa =0
0z P 0z ot 0z P9

Apres intégration de cette *équation, nous obtenons :

p= p.g.zCosa + f(x)
Puisque la pression est constante sur la surface libre : z=a

2
6_u_6_p +p0.0. @—O p.9.Sina

0z> 0x 0X

En intégrant, nous trouvons :

,ua—u= p.0.2Sing + A
0z
ZZ
MU = -,o.g.?.SinCH Az+B
Sur la paroi nous avons : z=0,u=0 B=0

A la surface libre, la contrainte est nulle : z=a : /Ja—= 0
z

f(x) = 0.

A= p.g.aSina
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Ecoulements visqueux

a 3 3

Le débit par unité de largeur : q, = Iu.dz = p.g.a—.Sina =29 ging
) 3u 3v

Et la vitesse débitante (moyenne) sera :

a’.g ..
Un=q,/a= Sina
Exercice 11 :
, . . ;. . . _1 dP 2 2 5 .
Un écoulement de Poiseuille (régime laminaire, u = — 4—.d—(R —-r~), d’une huile dans un
udx

tube de 12 mm de diamétre, de longueur L, incliné d’un angle a dont Sina = 0,0445.
Si la pression statique a I’intérieure est constante tout le long du tube, et le débit mesuré égal a
20 1/h, déterminer la viscosité cinématique de cette huile ?

Solution :

Si P, est référence des pressions, on écrit :
P,=py,et:Py=p; + p.g.LSina

AP =P, -P, =p; + p.g.LSina-p;

A pression statique constante : p; = pa

AP= p.g.LSina A—LP = p.g.Sina

Puisque le régime est laminaire : dQ, =u.2./7.r.dr

11
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Ecoulements visqueux

R

_1 dp 2 2 -1 . 2 2 T - 4
¥ R*-r*)2mrdr = [—.p.9.Sina.(R° -r*).2mrdr =——.0.9.Sina.D
Q= [ ax ( ) !prg ( ) 128/Jpg
On a aussi : V :% avec U= 128’13\/ .0.9.Sina.D*

V= .0.Sina.D*=4.10" m?/s .

128.Q,

Exercice 12 :

Un récipient cylindrique de 5 cm de diametre, laisse écouler un liquide visqueux qu’il contient
par un tube horizontal de diamétre 1 mm et de longueur 40 cm. Sachant qu’il a fallu 75
minutes pour que la charge en amont du tube passe de 5 a 2,5 cm, déterminer la viscosité
cinématique du liquide (on négligera les effets dus aux extrémités du tube ; I’écoulement dans

le tube est permanent de type Poiseuille : qy = 7 ﬁ
128 L.y

®5cm\

5 cm

Solution :

Pour un écoulement permanent, on écrit :

AP = p.gh
m gh
v=— d*
a 128 Lv

De I’équation de continuité, on écrit :

4
o, m g e 4y o d g

= = — =—

ot 128 Lv m.5% ot 800 Lv
4
Ou bien : @: d—i
h 800 Lv

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus
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Ecoulements visqueux

L’intégration de cette équation, donne :

4
n i :d_'i'
h, 800 Lv
4 -3\4
_ d .g. T :(10 ) ' 10_2. 75.60 = 10 m%s
800 L h1 800 40.10 5
n - o3

2

v=2.10° m%s =2.10" Stokes

Exercice 13 :

Soit un tube cylindrique de 3 km de long, de 10 cm de diamétre, parcouru par un liquide de

viscosité dynamique = 0,4 Poise.

On suppose que la distribution des vitesses dans la section droite du tube est donnée par

1’équation parabolique u =10.(y — y*) en unité CGS.

u étant la vitesse a la distance y de la paroi ?

Calculer :

- la force de frottement visqueux par unité de surface contre la paroi ?

- la force de frottement visqueux par unité de surface a 2 cm de la paroi ?
- la force totale de frottement s’exercant sur le tube ?

A1

Ty

_________ (A

Solution :
1- 7= ,ud—u: L .(10—20.y)
dy

A la paroi, nous avons :
y=0;u=0
y=10cm;u=0.

T=4.10=0,4.10 = 4 dynes/cm’.
2-poury=2cm:

3—u= 10-20.0,2=10-4=6.

y

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus
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Ecoulements visqueux

T= ,ug—uz 0,4.6 = 2,4 dynes/cm’.
y

3- la surface totale du tube :
S=nDL=3.7.10°
La force de frottement sera :

du

F=1,S=u J.D.L=437.10°=3,77. 10" dunes = 377 Newtons

y=0

Exercice 14 :

Un réfrigérant est composé d’un groupe de 100 tubes cylindriques paralleles, de diamétre D =
1 cm et de longueur L = 4 m. A la vitesse V = 2 m/s, on y fait circuler de 1’huile ( ,0=900

Kg/em’®, M= 3.10” Poiseuille 4 I’entrée et varie jusqu’a la sortie, a cause de refroidissement,
pour atteindre [,= 10" P1).

1- montrer que 1’écoulement est laminaire ?

2- donner -pour un tube- la relation (X): f(u,,U,,L,X)avec x la variable longueur entre
I’entrée et la sortie du tube ?

+
3- I’écoulement est de type Poiseuille dont ar = 32V .(/J ! 5 #) .L, calculer la variation de

dx D’
pression entre ’entrée et la sortie d’un tube ?
4- en déduire la puissance nécessaire W, pour faire couler 1’huile dans un tube, ensuite pour
I’ensemble du groupe ?
5- donner la fonction W de n tubes sans tenir compte du diametre D ?

Solution :

1 1
:1 :2
1 ! 1
1 : 1
M1 : Mx M2 :
1 ! 1
: : :
: | :
1 > 1
: X :
1 1
leg 1
L
2 -2
l-ona  pum— ,O.V.D: 9.10°.2.10 — 600 <2000

U 3.107°
le régime est laminaire.

14
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Ecoulements visqueux

X
2- ,U(X):E-(/Jl- o)+ Ho

3 apo OGP 32V (u+pn) 322 (3107107 +107.107)

—. ) . .4=1,66 bars
dx D 2 0,01 2

m 2.2 5
4-W=QV.|AP|=Z.(10 ) 2.1,66.10°=2610 Wat.

= 4LV (4, + 1,)n

2
5-W=n. AP.Q,—n32. . htH) | D7,
D> 2 4

W= 4LV *.(y, + {,).n

Exercice 15 :

Soit la figure ci-apres, représentant un cylindre plein de rayon R; a I’intérieur d’un cylindre
creux de rayon intérieur R; et entre lesquels existe un écoulement laminaire.
1- I’écoulement est de type Couette dont la distribution de vitesse est donnée par

u=-LP +C, In(r)+C,
4u.L '

u=0,pour:r=R,
Avec u=0,pou:r=R,,
et:AP =P, -P,

ﬂvm

Etablir la relation donnant le rayon pour lequel la vitesse est maximale ?
2- trouver la loi du débit volumique de cet écoulement annulaire et en déduire la vitesse
moyenne de débit ?

Solution :
AP P -P
4ul  4ul

1- Nous posons : K =

15
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Ecoulements visqueux

CLInR; + C,— KR, =0

Bt C,.InRy + C — KRy =0

2 2 52
Ce qui donne : C, = K.u et C, = KR, - 2 (R°-R,").InR,
R 7
In In
R, R,
_ F:i_ P, (R22 —r?) _(R22 _ R12)- In(r/R,)
ML In(R, /R,)

Le rayon pour lequel, la vitesse est maximale : 3—“2 0

r
R’-R, R,’-R/’
'2-Rmax - —2/ R 0 Rmax = — L
n R 2.In(R, /R,)
Rz

2- le débit volumique s’écrit comme :

R, R,
Q= J’u dA = J’u 27m.rdr

Ll (R,>-r*)-(R,’ —Rf).M 27.rdr
4 In(R, /R,)
_ 2 _ 2
Qv= (5 P2)~ (R22 - Rlz)-[Rzz - Rl2 - (®, i )]
8.u.L In(R, /R,)
La vitesse moyenne sera :
V:Q_V_ QV :(PI_PZ) RZ_RZ_(Rzz_Rlz)
- 2 2 - Ry 1 P ——
A m(R,-R’ 8uL In(R, /R,)
Exercice 16 :

Un viscosimetre a cylindres coaxiaux a les dimensions représentées sur la figure en ci-
dessous.
On se propose de calculer la viscosit¢ dynamique 4 du liquida existant entre les deux

cylindres, sachant que le couple mesuré C vaut 9.10° dynes = 9.10 N.

On donne :

16
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Ecoulements visqueux

R1 =77 mm, R2 =80 mm, ¢ =3 mm.
L =200 mm, a=4 mm, f= 3—10Tours/seconde = i—g(l/s)

La vitesse de Couette est donnée par :

R’R,’
% :%.[r.(f.Rzz)—#.f]
R,” - R, r
|
1
A : Rz
I 7
L —t—>r
Ri
I c o
1 {a
1

Solution :

Le couple C; crée par les surfaces latérales est donné par :

C,=FRy=T.S.Ry,=727.Ry.Ry= ,u.%—v r 2TR)
r 2

Avec V=R,.f

R2R’
C,=4mpul f—2-"
R R,’-R

Pour le couple C, du au fond du cylindre, il est donné par :
dC,=r.Df=r.7 .Ds

ou 7 : contrainte tangentielle au fond du cylindre et dS =2 77 .rdr

dCy=r.7.2m.xdr= r./,l.cz)—V.ZJT.r.dr
r

ov _ V _ r.f
avec T = ,u.a— =f—=u— car:V=rf
r a a

dC, = r./,l.i.ZIT.r.dr = 274
a a

ridr

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus
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Ecoulements visqueux

R 4
C,— I 2.1 Pdr = 2.t .1 R_l
a a 4

0
Le couple total mesur¢ sera :
C= C] + Cz

R’ R’ L 2t R’ _

2.LR° R/} .\

R,

C= 4mpulL.f—— 2muf [
R22 _ Rlz a 4 R22 _ Rl2

2LR R/’ .\ R

R,’-R’> 4a

u=C/2mft[ 1 =0,199 Poise.

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus
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La Turbulence

LA TURBULENCE

Exercice 1 :

Démontrer, pour un écoulement turbulent que :

c-UVW=U.V .W+UVW +VUW +WU'V +U'V' W

Solution :

a- UV = (U +U").(V+V)=UV +UV+U'V +U'V'=UV +UV'+U'V +U'V'
=UV+UV'+U'V +U'V'

Et puisque UV'=U'V =0

=UVW +UV'W +U'VW +U'V'W +UVW'+UV'W'+U'VW'+U'V'W'

=UVW +UV'W +U'VW +U'V'W +UVW'+UV'W'+U'VW'+U'V'W'

Et puisque UV'W =U'VW =UVW'=0

UVW=U.V.W+UVW +VUW +WU'V +UV' W’

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus
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La Turbulence

Exercice 2 :

Montrer pour un écoulement de I’eau a 15 °C dans une conduite circulaire de diamétre D, que

la condition
V> 0,0026

de la turbulence du régime d’écoulement est conditionnée par :

, tout en considérant que le nombre de Reynolds critique est de 2300 ?

Montrer que pour un diamétre de I’ordre de 1 cm, le régime turbulent est assuré pour des

vitesses V >

Solution :

Ona:v=

0,3m/s?

0,0178

1

+0,0337.t + 0,000221.t

A15°C:v=1,14.10°m%s

Etona: = Q > 2300 : condition de la turbulence.

v

S 2300w _ 2300.1,14.10°° _ 0,0026

\Y

D D D
V> 0,0026

D

PourD=1cm V > 0,26 m/s
Pour V > 0,3 m/s : le régime turbulent est suffisamment assuré.

Exercice 3 :

Démontrer pour un écoulement turbulent d’un fluide incompressible, que I’équation de

continuité s’

Solution :

écrit :

Pour un fluide incompressible : divV =0,

du, v, ow_ @6(G+u')+6(\_/+v')+6(v_v+w'):O
ox o0y oz 0X ay 0z
du v ow au' V' ow

+—+ + + +—=0

ox ay

E&a_yaz
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Et puisque a_u_@_a_w_o
ox oy o0z
ou' ov' aw
—+—+—=0
0X ay 0z
Exercice 4 :

Démontrer que pour un écoulement turbulent :

L
ot

E_au ou_du_ ou_du, ou

ot 0’[ ot Gt ot dt ot

ou ou
Et puis ue——O et — =0
PUISAUE 5 ot
a_u:O
ot
2_@ (+ )a(u u)_\_/.a_u+v'.a_u+\_/a_u+ a_U
d ay ay oy oy oy

Et puisque V'= ou =0
ay

ﬁ — au au
oy ay "y

3 uv=(U+U).U+U)=u +u? 4200

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus
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Et puisque .uU'=uu'=0

2
u=u +u

12

Exercice 5 :

Comparer entre le tenseur des tensions visqueuses d’un écoulement laminaire, et un

écoulement turbulent pour un fluide incompressible ?
Solution :
Pour un fluide incompressible, nous avons : div(V) = 0.

Le tenseur des tensions s’exprime comme :

Pour un écoulement laminaire, les éléments du tenseur s’écrivent comme :

2 . ou ou
o, =-p, ——.udivw +2u—=-p, +2u—
X Py 3/J #ax Py ﬂax
2 ) ov ov
o.=-p, ——.udiw +2u—=-p, +2u—
vy P, 3,U ,Uay p, /Jay
Oy =P, =5 MAIWV +2p.——=-p, +2 —‘;W
Z
7. = :'u(a_u+ﬂ)
X yX oy X
ou ow
T, = = u(—+—
Xz ZX #(a ax)
1, =1, = pC+ 2
v Zy ) oy

Pour un écoulement turbulent, les éléments du tenseur s’écrivent comme :

O =P+ 2,u.a—u+ —,o.u_'2
0X
ov -
Oy ="Py 2#-& +-pVv?

0, =-p,+ Zﬂ-g—\;v +-pw?

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus
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T =T :’u(a_u+a_w)+_pu'w'
Xz X : 07 ox Dl
ov ow

A+ 4 pyw
0z ay) p

Tyz = sz = /'1(

Le tenseur des tensions visqueuses d’un écoulement turbulent comme est présenté, est la

somme du tenseur d’un écoulement laminaire et le tenseur de Reynolds.

Car le tenseur de Reynolds s’écrit comme :

o, =-pu?

g, =-py?

o, =-pw?

T, =T, =-pUuV

I, =T, =-puw
S A

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus
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LA COUCHE LIMITE

Exercice 1 :

Une plaque plane de 3 cm de longueur, et de 30 cm de long est remorquée parallélement a
elle-méme dans le sens de sa longueur dans I’eau a la vitesse de 6 m/s.

Déterminer la force de frottement s’exercant sur I’une des faces de la plaque, et la force
s’exercant sur les trois premiers métres de la plaque ?

Ondonne v=10"m?/s.
Solution :
Nousavons: | =——=—"-=18.10°

Le coefficient de frottement moyen est :
Pour >10" on admet que pour une plaque plane lisse paralléle a U de longueur L :

Cx =0,455. (log,, L)"Z'S8

Cx= 0455 _ 1,965.10°°
2318

Et nous avons I”air d’une face de la plague : S = 3.30 = 90 m%.

La force s’exercgant sur une face :

2
F=Cx ,O.S.U7 =1,965.10.90.1000.36/2 = 3183 N.

Si le nombre critique de transition corresponda  =5.10°
La position de la ligne de transition est située a la distance x du bord d’attaque :

5.105= UX = % x = 0,083 m.
vV

En négligeant I’influence du frottement dans la couche limite laminaire (x = 0,083 m)

Cx sur les 3 m de la plague : Cx = 0,455. (log,, )™
U.L_6.30 8
=—=—-=1810
Avec v 10°
Cx=2,74.10°,

La force de frottement sur S’ :

24
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§'=33=9m?
U 2
F,=C,. p.s.7 =2,74.10°.9.1000.36/2 = 444 N.

Exercice 2 :

Dans I’écoulement laminaire d’un fluide sur une plague mince et plate, on admet que la
distribution des vitesses dans la couche limite répond a I’équation :

= Sin(=.2)

NN

u Yy
U 0
Avec:

U : vitesse du fluide libre (écoulement)

u : vitesse a la distance y de la paroi

0 : épaisseur de la couche limite.

1- calculer latéralement : J,,8. ,0,

XX

H’Cfx'CF’etTIocal X 7

Ix
2- on donne :

U=15m/s

L=4.10%m.

v =10°m?/s

0 =12 kg/m®.

ISinzxdx = %.(x - Sinx.Cosx)

Solution :
1_
du n Ty Vg
a- r1=pu—-/| .= uU.—.Cos(—.=)|,., = uU.—
H dy‘y'o HE% (2 5)‘” Ko on

J J
_—— —i = - Gj El = g ZX d
0 —!(1 U).dy '0[1 Sm(Z'J) dy=9J+ . 'COS(2'5)°

5 = 5+2 (Cos” ~Cos0) = 5- 2% = 0,363.5
/4 2 /4
‘u, u STy Ty S Ty J Ty
b- 8 = [—(@1-—).dy= [Sin(=.2)[L-Sin(=.2)].dy= [Sin(=.2).dy - [Sin*(=.%).d
_O[U( U)y ‘! (25)[ (25)]y ‘! (25)y‘! (25))’
On a aussi : ISinzxdx = %.(x - Sinx.Cosx)

ISinzudu = %.(u — Sinu.Cosu)

25
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o
«9:-—5 cos L - Cos0 —2—5. l.(z.l—Sinz.l.Cosz.X) =
n 2 mo2 290 2 0 2 0 o
_20 9 (X _9-(0-0) =20 é_o'(— 2)=0137
momr 2 mo2
6 =0137.0
dé do m
c- T U’ —=pU%0137.—= —
local /0 d ,0 d ,U 20—
2
ro=2589_ Vv 1 dlO)_ gy ¥
dx U 0137 dx U

0% = 22,931.U; , multipliant le deuxieme terme de cette équation par x/X, hous obtenons :

2
0? =22931. VX 22291 o 5 X 4789
U.x < .
6 = 01372 \/_ 4,789 = 0656, \/_
Et 0" devient: J” = 1,738.%
d-H=2_=2649
6
_c, = 0,49 _ 0.656
X X
tCo 2%9 _ 1312

Et 7., devient:

n _ pvU.m
T = uyU.—= =0,328vU.,/ . /x
local ,U 20— 20— X

2- application numérique :
| =6.10° ; 4, =0,247mm ; 4, =0,0897mm
6, =0,0338mm ; Cr =1,694.10° ; C = 8,468.10™.

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus
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Exercice 3 :

Un filtre a nid d’abeilles, placé en avant du collecteur d’une soufflerie, est constitué de
mailles carrées dont le coté est de 3 m, la profondeur des lamelles dans le sens de la vitesse
est de 4 cm. On suppose que chaque lamelle se comporte comme une plaque plane a la vitesse
U =15mfs.

Les caractéristiques de I’air sont : o= 1,2 kg/m*et v=15.10" St.

a- montrer que la couche limite n’est pas en régime totalement turbulent (

b- calculer I’épaisseur o de la couche limite ?

c- en déduire les valeurs de J,,8, Cy, Cr, T,y ?

d- calculer la somme des forces de frottement sur les quatre faces d’une maille ?
e- quelle est la chute de pression, a la traversée du filtre, pour une maille ?

f- en déduire le coefficient de perte de charge singuliere & pour ce filtre ?

. <5.10°) ?

e

Solution :

-2
e =L 14107 65900

oy 15.10°¢

4,646l _ 4,646.4.107

b- 0 = > =0,928mm
N oL 2.10

c- 9, =0,375.0 = 0,348mm
6 =0139.0 =0129mm
Cf = % = &4? =323.10°°

N oL 2.10
Ce= 1,292 =6,46.10°% =2 C;

V el

-6
_3uU _ 3.15.10™".15.1,2 - 0.436 Pa

z-Ior:al - -3
2.0 2.0,928.10

d- si la surface de frottement a la paroi est S :
Fv=1,5= %.CF PU?S = %6,46.10‘3.1,2.152.12.10'4 =1,046.10°N

4.F,=4.1,046.10°=4,186.10° N

e- si A est la section de passage : A = 32.10™.
4.F, 4186.10°°
A 32107

AP = =4,65Pa

27
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2
f- hp = fU_ = E
29 ™
= Z.AFZ> _ 2.4,652 = 0,034
pU 12.15
Exercice 4 :

Dans un écoulement laminaire d’un fluide sur une plaque mince et plate, on admet que le
profil des vitesses dans la couche limite répond a I’équation :

3

N w
<

L
>

Q<

v
§

Avec:

U : vitesse d’écoulement libre.

u : vitesse a la distance y de la paroi.
0 : épaisseur de la couche limite.

a- pour un calcul latéral appliqué a une unite de largeur, montrer que I’épaisseur de la couche
limite a la sortie de la plaque est donnée par :

L 1/2
0= 4,646. —

el

Sachant que :

To = Tpea = M etou L : est la largeur de la plaque.

y=0

b- en déduire les épaisseurs de quantité de mouvementd, de déplacementd”, les coefficients
de frottement local Cr et moyen Cr ainsi que le facteur de forme H ?

Solution :
3
a-onaf,, = U avec: 4=3Y_ 1Y
dy, - U 2¢ 2 ¢
3 U. 3 U y® 3 U
T = —U(2)—~lU—. = == pU—
local 2 (J) 2 5 J 2 :u 0—
D’autre part : 7., = ,o.UZ.%
dx

28
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1) o

u u 3 1 3y.,1,Y:
Avec 8 = [—(1-—)d =(=21-2(D1N-=.L+=.(%)°d

'O[U( U)y '![2 > )][ 25 2(5)])/

o<

_o_

10 2

=0,139.0
8

do _3 U
T U2.0139.—==.u.—
local 10 dX ,U J

do d(Jz)
dx dx

2.0.—

= 215837
U

2
Ona:ax=0:4=0 &°= 21,583.% = 21583. %

ex

2
Pour la longueur L : = _[21,583. L

el

b-
- I’épaisseur de quantité de mouvement sera :
L
6 =0,139.0 = 0,646. \/_
eL

- I’épaisseur de déplacement sera :

S 3y
0 =0, =[A-)dy=[L-=.=+ dy
= e j[ Ly
Par intégration, on obtient :

0 = g.d =0,375.0

Pour la longueur L: 0 =4, :l,742.\/|‘_
eL
1/2
-C=2. 2—9 = 2.0139. 3—5 avec 3—5 = di (4’636"‘) = % 4,046
X X X dx J
(7)1/2 ex
14 0,646
et Cf = 2.0,139.= —:’—
2 V V ex

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus

29



La Couche limite

0 0,646 _ 1,292

-Ce=2.—-=2
L \/ eL \l eL
01742 _
6 0646
Exercice 5 :

Si I’expression de la distribution de la vitesse d’un écoulement laminaire sur une plaque plane
est donnée par :

Avec 1= %

1- donner I’expression du frottement pariétal ?

2- calculer les épaisseurs de déplacement J~, et de quantité de mouvement 8 ?

3- en déduire I’épaisseur de la couche limite, pour une plaque de longueur L, en fonction du
nombre de Reynolds local | ?

Solution :
B U C
A > D
S/ S S
L 7

30
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Section | Bilan de masse | Bilan quantité de mouvement
AD 0 0
h h
AB - p.[U.dy - p.L.fU%dy
I I
h h
o.fudy - p.L.fu®dy
cD [ [
h h
BC p.I(U -u).dy p.L.IU (U —u).dy
0 0
>S 0 h
p.LIu.(u -U).dy
0

—Irp.dx =- p.}u.(U -u).dy
0

dU?2.6) ‘u., U
T (X)=p. avec d = [—(@1-—)d
(X)=p 2 'O[U ( U) y
‘o 3
- I’épaisseur de déplacementest: 0" = [(1- —).dy=-—.0
p p !’ ( U) Y= 1o
- I’épaisseur de déplacementest: 8 = Ji(l—i) dy = 37 o
' -!-U u” 315
En la comparant avec I’expression de 7, :
du®e
1,0 =25
du 2
etona: 7, = W = u—-U
P dy,- )
2 dU?2.8)
—U=p—-
o p dx
% 0% v VX2
Etd’autre part,ona: d.dd=—dx —=—Xx=—
U 2 U U.x

Et comme =

X
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2
o, HZY 4y
Cr=1 1 U 2
c _ 22wy 2424,
to xU - ‘
2:2

- le coefficient de frottement global :

L
Ce= [C,.0x= 22

! Vo

Exercice 6 :

Un sous marin a une longueur L = 84 m et une surface totale de coque de 1800 m?.

Calculer la résistance due aux forces de frottement visqueux s’exercant sur la coque, quand en
plongeée, le sous marin a une vitesse V = 5 m/s ? Pour faire ce calcul, on admettra qu’a la
valeur C, du coefficient moyen de frottement établi pour une plaque plane est applicable ici.
On ad’ailleurs :

Cx = 0,455.(lg,, L)_Z'58 pour | =-——>10".

Etona:

p=1025 kg/m®, v=1,2.10° m?s.
Solution :

Ona

_V.L_ 584

. = — =35.10° > 10’
v 1210

Cx= 0455Jlog,, ]** =179.107

La force de frottement sera :

32
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2 2
Fx = Cy .,0.\/7.8 = 1,79.10'3.1025.%.1800 = 41280 N.

Exercice 7 :

Soit un écoulement laminaire permanent, bidimensionnel d’un fluide incompressible le long
d’une paroi quelconque dont le rayon de courbure est trés supérieur a I’épaisseur J de la
couche limite, de sorte que les équations de Prandtl soient valables :

2

du odu_ ldp d%u
U—+v—=-——+v
ox  ody pdx  dy

ou ov
_—t — =
ox oy

U2
Et p+pT:Cte poury =9

u
Avec U
v

1- calculer le débit en masse a travers la couche limite en fonction de det o~ ?

2- calculer le débit de quantité de mouvement en fonctionde d, d et 8 ?

3- utiliser ces relations et le théoreme des quantités de mouvement appliqué a un élément
ABCD, d’épaisseur dx, pour établir I’équation :

%
m (A)

:0<y<o (B)

Avec L et m : paramétres ne dépendant que de X.

a- calculer @ et montrer que L et m sont liés par une relation de type : L = ¢(m) ?

* *

b- calculer % et montrer qu’on peut avoir une relation de la forme : %: Y(m) ?

c- en utilisant les équations de Prandtl et les conditions a la paroi, montrer que :

33
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d- vérifier que le 2°™ membre de I’équation (A) ne dépend que de m ?
0,45+ 6m

2eme

e- ce membre est approximativement égal a . Donner dans ces conditions, une

formule permettant de calculer & en fonction de U ?

Calculer @, et m lorsque U = U,.Sin(kx) ou Ug = constante et 0 k.x < 77 ?

/B
/
X

Solution :

1- nous avons :

) s
u

. 0 ‘u
0 :b[(l—U)dy:!dy-‘!'Udy:5-‘!'Udy

J
Par conséquent : q = Ip.u.dy: p.U.(J0-0)
0

2

2

‘u
dy= 0-0 - —.dy
2 _!.UZ

u

07

_Ju u _Ju -J
2'5_!5(1 U).dy—!U.dy JJ’

J
Par conséquent : le débit de quantité de mouvement : M = I,o.uz.dy = pUZ?.(0-0"-6)
0

3- considérant le volume élémentaire ABCD, d’épaisseur unitaire :
Le débit entrant par AB est : q

Le débit sortant CD est : g + g—qu
X

Le débit entrant par BC est : g—qu a la vitesse C
X

Le débit sortant par AD est : 0

34
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\l/a—qu
[3)4
B C
_—

H q
q q+ —dx

A D

Vo

En projection paralléle a la paroi ; les débits de quantité de mouvement seront :

Par AB entre le débit : M,

Par CD sort le débit : M + aaﬂdx
X

Par BC entre le débit : U.g—qu
X
Par AD c’est 0

\l,U.a—qu
o0x
B
M M + G_de
o0X
A D
2

L application du théoréme des quantité de mouvement donne :

oM 0q op 00 00
-M+(M+ —dx)-U.—dx=p.0-(p+—dx).(0 + —.dx) + p.—dx—r,.dx
( PV ) W p.d-(p o )-( > ) pax 0
Soit : aﬂ-u.a—q: —5.@—%
o0x 0x o0x

En utilisant les valeurs de M et q calculées précédemment :

06 ou « op
-pU?—+pU.—.(0-0 -20)=-0.—-
pu- TP ax( ) FORL
2
Et puisque p + p.U—=Cte % _ _plu_a_U
2 ox ox
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299,05 420D
dx dx yo,

- . g .
Multipliant les deux termes maintenant par U ; On obtient :
V!

U 08> _ 6° du o, 1, 8
. = __(2+_) -
2V dx v odx MU
4-
a- Nous avons :

5/9

6 = j @-5)ar= 6 [ H-d)

_ L YIM Ve Y

1= ILe 2 9 2 1 Lo=5 ()" d6)

LGy L@y @ptn gy By

1= (0 + 55~ (=255 ©)

En faisanty =9, le profil des vitesses nous donne :

O m o,

1=L—+—.(= D
) 2(g) (D)
O m O, 1 m Lm d,, m® &
1= L—+—— =1l= —.(=2)" +=.(—= Oyi_ -)°
7 () () 3(2 )() (3) 20(‘9)
Posant maintenant : % =a
3
T S I LN L L L
2 32 4 20
Ce qui montre que L ne dépend quedem: L= ¢(m)
b-ona:
Jlée Jlée
Y_m Yooy, Y
J 1-Day=0.r-HdD=6. ra-LL-D Yl
j( )y =6.[ A= A= 6. [ ALy 1)
o 0 L0, m,d,
— = —-— (= -— (= E
I 2(9) 6(9) (E)
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*

Entre les équations (C), (D) et (E) ; on peut éliminer % : ce qui impligue que %ne dépend

*

que dem %: ¢(m)

c-surlaparoi:y=0,onau=v=0,
Les équations de Prandtl donneront donc :

1dp, 04
p dx oy’
dp U du

dx p: " dx

2
L’équation (B) donnera : 6_[21 = m.tJ
oy g

d- nous avons :

T, = [ = U. — =L =¢(m
o= MU dy, 1= Y ¢(m)

L’equation (A) peut s’écrire donc :

U d(6)
v dx

=-m.[2+¢(m)]+ $(m)

Il est évident que le deuxieme terme ne dépend que de m.

e- I’équation précédente s’écrit :

2 2 2
U d@E) _045+6m U d(@7) _ e em=045-672  9Y
v dx 2 v odx v dx

+6.—.—=0,45.v
dx v dx

U d@?), . 6 du
.

En multipliant les deux termes par U°; nous obtenons :

i(U °6%)=0,45vU°
dx
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0,451 %

2 5
g e .'!U dx
Posons z = k.x
X U 5 kx U 5 2z
Si U = U,.Sin(kx) IUOS.Sin5(kx)dx: ko .ISin5(kx)d(kx):- k° .ISin“z.d(Cosz)
0 0 0
5 5
= —U—O.(Cosz L0572 —E.Cossz)
k 3
5
67 = 98V (2 005 (k) - Cos(ix) - S0 KX
kU,.Sin”(kx) 3 5
2
De méme,ona: m= _H_d_U avec au =U,.k.Cos(kx)
v dx dx
6
= 985V rens (k) + S 2 s (k)
Sin” (kx) 5 3
Exercice 8 :

Exprimer le coefficient de frottement en fonction de J°, & et U et cela a I’aide de I’équation
de Von Karman ?

Solution :

L’equation de Von-Karman s’écrit :

1 dU _ do_ 7,

0 +20).— —+—=
( )U dx dx pU?
T T
Et puisque Cs = P -~ :ECf
gpuz pU? 2
5P

Ci=2. (0 + 2.6’).i.d—U .49
U dx dx
Exercice 9 :
Une couche limite se développant sur une plaque plane en écoulement uniforme de vitesse u

dont le profil de vitesse est :

38
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u(cy) F(n)=2n-2n°+n*

ou 77 : constante.

*

.. 0 @
1- montrer que les quantités 33 et 7,.0 sont des constantes dont on donnera les valeurs ?

2- déduire de I’intégration de I’équation de Von Karman, la loi de variation de I’épaisseur de
la couche limite J (x) ?

3- donner les expressions de d (X)/x, d" (x)/x et 8(x)/x ainsi que le coefficient de frottement

r,(x)/ pU ? en fonction du seul nombre de Reynolds local = Ux ?
Vv
Solution :
J 0 (X) _ A
1- =
5(%) I[ Fmidn = 1o 120
2
Avec: A= o (X).d—u
v o dx
.3
J 10

37 A AP _37
315 945 9072 315

% = [0- (L )9 =

U(x)
0= 2+-)0=2uU
T, 5( ) (2+ ) U

Qui sont bien des constantes.

T
2- I’équation de Von-Karman se réduit a : a6 =—F 5
dx pU

Aprés substitution des expressions précédentes, on trouve :

0do=20"Y 4
37 U

En imposant la condition d(0) = 0;

L’intégration de cette équation différentielle conduit a :

5(x) = [20 VX <ggs VX
37 VU u

En divisant membre a membre I’expression ci-dessus par X, il vient immédiatement :
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Exercice 10 :

Soit un écoulement caractérisé par le profil de vitesses suivant :

w =a.Cos(an) +b.Sin(Bn)

oun= Y et a, b, aetf sont quatre parametres a priori fonctions de la seule variable x.

a(x)

1- donner les valeurs de a, b, aetf compatibles avec les conditions aux limites de
I’écoulement ?

*

2- exprimer les valeurs de % % et 7,.0 ? vérifier qu’il s’agit bien toujours de constantes

pour cet écoulement ?
3- calculer la loi d’épaisseur de la couche limite o (x) ?

4- comparer les valeurs adimensionnelles J (X)/x, 0 (X)/x, 8(X)/x et r,(x)/ pU 2 avec celles
obtenues par le profil de vitesses suivant (exercice précédant) :

5- calculer les épaisseurs en bout d’une plaque de longueur L = 2 m placée dans un
écoulement de vitesse U = 20 m/s d’un fluide de viscosité cinématique v = 1,4.10"> m?/s ?

Solution :
1- on imposera :
ou

u(x,0) =0, V(x,0), u(x,0)=U, —| =0
ay y=0
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La premiére condition aménea a=0 @ =h.Sin(8.n)

Les deux derniéres conditions donnent alors : b.Sing =1 et b.5.Cosfs =0

La seule solution non triviale (banale) correspond a :

m
=— et b=1
P 2

le profil de vitesses de la forme prescrite compatible avec trois conditions aux limites, s’écrit :

) - ) = sinZ )

2- avec cette expression, on obtient :
5 Il Sm(—n)dn_ﬁ—E
Vg

)

E:J’ 1- Sln(—n) Sln(—n)dly 4 '””

Le domaine de variation physiquement admissible de cette fonctionestde0a 1: [0,1] au lieu

de la variation de 0 & oo.

du U 7 U
Etrz. = u =u—.f'0)==u—
p = Ky Mo (0) M

y=0

3- en substituant maintenant dans I’équation intégrale, on aura :

2y

0.do = —.dx
U

4-7

Qui avec la méme condition d’intégration : (0) =0, donne :

5(x) _ 2 _ 48

X 4/7\/_\/_

4- la comparaison des résultats obtenus avec les deux formulations est présentée dans le
tableau suivant, en référence aux valeurs de la solution exacte de Blasius :
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Paramétres| 9(X) — | J7(x) 00x) — | 7,(X) H
Profil x v X x Vo x Vv X U2 Voox
. T 4,8 1,74 0,66 0,33 2,64
5'“(;'7)
2n-27 +0° | 584 1,75 0,69 0,33 254
Blasius 4,92 1,72 0,66 0,33

5- avec les valeurs indiquées, on trouve :

o(L) =5,7mm
o (L) =21mm
(L) =0,8mm

Exercice 11 :

* ok

o . . 0 .
Calculer les valeurs des épaisseurs adlmensmnnelles?, 5 ainsi que le rapport de forme H

pour le profil de vitesse linéaire :

utxy) _ v ,
Uxy) J

Solution :
Ona:
u_y
Uu o

ta_Y 1 y%|s 1

1-2)d -ty _=

_J_*:JO’( J) y:(y 25 :J 25:3

0 0 0 0 2

0

I

5
Nous avons :

J 2 J 2 o 3
w_ e~ PU u _rY y _Y_y
0 =[[—F—.(1-—)dy=(=(1-2D)dy=[(=-Zd

Jo’p_u( Uz)y JO'J( 52)y JO'(J 53)y
oy 1 yt? 8% 10t 1
=2 -2l =-="=27

20 4077, 20 40 4
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J—:EJ/J:E
0 4 4
-H:d_
g
Avecd*:—dzi.
2
u 2
Et 6 = jp (A-5)dy 151 Dyay = j(d Z)d
1
« =0
H= %:i_:?,
=0
6
Exercice 12 :

Soit un écoulement caractérisé par le profil de vitesses :

U

N y
oun=
ORI

*

y=

wazgm%n)

- exprimer les valeurs de 5 @ldet T,.0 ? Verifier qu’ils s’agit bien toujours de constantes

pour cet écoulement ?
- calculer la loi d’épaisseur de la couche limite J (x) ?

Solution :
a-ona:
u /4 y
— = Sin(— avec /= =
U (2”) =
u nmy
—=Sin(—.=
U (2 5)

20

s Ia——yw Il Sm@——)dy— y+__Cmc— )

5429 cosF_20 _5_20
Vi 2 Vi

0
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0 10=1- 2. 0,363 : constante.
T

) J J J
_u u e T Y Ty e T Y L, T
-6 =([—@1-—)dy= [Sin(=.2)[1-Sin(=.2)].dy= [Sin(=.2).dy-[Sin’(=.2)d
JO'U( U) y ! (2 5)[ (2 5)] y ! (2 5) y! (2 5) y

Etona: J’Sinzxdx = %.(x - Sinx.Cosx)

ISinzudu = %.(u — Sinu.Cosu)

o

g :-2—5. Cos - Cos0 —2—5. E.(E.X—Sinz.l.Cosz.X) =

T 2 m 2290 2 0 2 0" |o
20 0 20 O 2 1
== (5-0-(0-0) ==-T=0(5-0)
mom 2 mo2 mo2

810 = 5.(3—3)/5: E—lz 0,137 : constante
mo2 mo2

AU .Sin(Z.g)

du /4 my V4
-7, = U = = uU.—Cos(—.=),., = pU.—.Cos0
p udyy:0 H Y o pU.—= (2 5)y_o H.—
V4
I, = ,UU 2—0_

V4
7,.0 = ,u.?U : constante.

D’apres I’équation de Von-Karman :

« 4
(0 +2g)_i_d_u+%: P
U dx dx pU

Et puisque U : constante O(Ij—U =0
X
T
dé _ - avec 49/5=£—l
dx pU T2
4

2

3:(2_1)_5 dg = —"—dx
T2 pU
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mJ
Vg 2 1 25
Avec 7, = uU.— d (—-2)o = dx
(g—i)dd :E_Elﬁz—”'v .
T2 2 U0 2U.0
2 1 T odx _ v
(£-D)ode =£2 B Y
2 2 U0 2U
2
[8dd= TV T Y
mo2
2 2
o= Vy 52220V,
4-1 U 4-m U
2
5(x) = |27 5.x 3(x) = 4,79..|Y x
. / 1
Ou bien do(x) =4,79..|—.x
Exercice 13 :
o I g . . o
Calculer les valeurs de —, —, Het 3 pour un profil de vitesses linéaire :
1/7
u_ ¥y
U 0
Solution :
u 1/7
Ona: —= Y
U 0

o

.2 ’ y 1,7 7.1
a- 0 = [(L-)dy = [L-(Z)Y)dy= y-(S)".—y¥" | =g--9==
!( U)y !( (5) )dy =y (5) g 5973

0

0|

I
5
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b 5= [ a- Dy = j(——( S)7)dy = j[( D= 1y

J

1/7 7 8/7 3/7 7 10/7 1/7 7 1 317 7 10/7
. - —)"".—=.0

() (O,) 107 O () rad (5) 10 O
s 1515

8 10 0
LI
o 40

c-H:J—
%

Avec 6 = j—(l——)dy _[[——( —)’1dy= j[( Ty )2”]dy

L 7o _ Lo T o |° 7 Oz _ 1 O\ap7 1_7
= Y.y - (D)7 .- =0 —. ()" -=.(= =0, ———
L R A U A R R g 9
63-56, 7
Ja 1=
72 72
1
0 §5 72 36 _9
H=z==—"—8=29% -_~-—-""-°%
& 7. 5 28 7
72
.
d-g:ﬁ:l
o 4 12
Exercice 14 :

Une plaque plane de longueur L est placée parallelement a un écoulement uniforme de vitesse
U a I’infini.

1- en utilisant les résultats de la solution de Blasius, établir I’expression de la trainée de la
plaque par unité d’envergure en fonction du nombre de Reynolds U.L/v ?

2- en application du théoréme d’Euler a un domaine de fluide que I’on précisera, établir
I’expression de cette méme trainée en fonction de I’épaisseur de quantité de mouvement.
Retrouver alors le résultat de la premiére question ?

3- donner I’expression du champ de vitesse longitudinale dans la zone de sillage des couches
limites an aval de la plaque ?
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Ecoulements transitoires

ECOULEMENTS TRANSITOIRES

Exercice 1 :

Donner la célérité de I’onde de pression provoquée par la fermeture rapide d’une vanne dans
une conduite, tout en supposant que la paroi de la conduite est rigide ?

Solution :

L’energie cinétique de I’eau qui va étre transformée en énergie élastique est :
2

M Vi
2

1 sLV?
=—.—.—
2 g 2

Ou L : longueur de la conduite

M : masse de I’eau

V1 : vitesse initiale

w=p.g

Le module d’élasticité cubique de I’eau est :

e ~0p __~bp
Avolume/volume.initial AV /V,

V.Ap _S.L.p.g.h
£ £
Le travail de compression est :

Avec AV =

%.,O.S.L.\/l2 :%.p.g.h.S.L.p.g.hIE

En négligeant les frottements, la conservation de la quantité de mouvement donne :
MYV, - 5 (F,.dt) =MV,
Avec Fy : la force qui produit la variation de quantité de mouvement.

- p.9.hS =pQ.(0-V,) p.g.n.S =pSav,
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h= a.Vllg

En remplacant dans I’équation (1), nous trouvons :

a’Vv,” V'e
9° g’p
£
a= |—
P
Exercice 2 :

Calculer I’augmentation de pression produite par la fermeture instantanée d’une vanne sur une
conduite ?

Solution :
Soit P’ est la variation de pression due a la fermeture de la vanne.

D’apres I’équation de conservation de la quantité de mouvement :
La variation de la quantité de mouvement dans la direction x est :

Fx = a;—Q.(VZ -V,) avec w= p.g
Si on néglige les frottements : la force qui produit la variation de la quantité de mouvement
est: P’.S

p'S= %.(o -V,)= pSa(0-V,)

P’ = paV, etpuisqueP’ = p.g.h'

Avec h’ : la hauteur de pression

P’= pgh = payv, h’ =

Exercice 3 :

Comparer les vitesses des ondes de pression circulant le long d’un tuyau rigide contenant :
- de I’eau & 15 °C de module cubique &, = 2,16.10° Pa. ?

- de I’huile de densité 0,8 et de module cubique 1,38.10° Pa ?

Solution :

9
Pour I’'eau : a = £ w =1470 m/s
P V 1000
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9
Pour I’huile : a = £- % =1310 m/s
p 0,8.1000

Exercice 4 :

Calculer la celérité de propagation de I’onde de pression, dans une conduite en acier normal
(E = 2,1.10" N/m?), ot s’écoule de I’eau & 20 °C. (o = 998 kg/m®, & = 21,39.10% N/m?) ?
Le diametre de la conduite est de 0,5 m, et I’épaisseur de 6 mm.

Solution :
Nous avons :
a= P

1 1D

B —

E E e

1
a=998. = 1077 m/s
1 . 1 500
21,39.10° 21.10" 6

Exercice 5 :

Méme exercice précédant pour une conduite rigide en PVC (E = 2,5.10'° Pa), de diamétre D =
40 cm, et d’épaisseur 2 mm ?

Exercice 6 :

Quelle est I’augmentation de pression produite par I’arrét brutal de la circulation de I’huile, de
densité 0,85 et de module d’élasticité €= 1,7.10° Pa, & raison de 0,57 m*/s dans un tuyau
d’acier de 60 cm de diamétre supposé rigide ?

Solution :

Nous avons :
AP= p.a. Au= p.aup

9
avec a= £ - ﬂ =1414,2 m/s
P 0,85.1000

Uo = Q/S = Q/[ 7.D%4] = 0,57/ [ 7.0,6%/4] = 2,02 m/s

AP = p.a.up=0,85.1000.1414,2.2,02 = 2428,2.10° Pa
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Exercice 7 :

On ferme une vanne brusquement dans un tuyau de 75 mm de diamétre transportant de I’huile

de densité 0,8 et de module d’élasticité &= 1,38.10° Pa.

Si I’augmentation de la pression est de 600 kPa, quel est le débit probable ? Le tuyau est

supposé rigide.
Solution :

Ona:
9
a= ﬁ: ﬂ =1310 m/s
o 108.1000

AP= p.a Au= p.auy=0,8.1000.1310.up .

600.10°
Up =

= ——=0,572 mfs.
0,8.1000.1310

Q = Up. 7.D?/4=5,22.10° m¥s.

Exercice 8 :

Si un tuyau d’acier de 60 cm de diametre et de 2440 m de long, a été congu pour résister a une
pression de 103 MPa sous une charge statigue maximale de 330 m d’eau, de combien la
pression dur les parois du tuyau va-t-elle augmenter quand une vanne a fermeture rapide

arréte le débit de 0,85 m®/s ?

On donne le module d’élasticité de I’acier E = 2.10° Pa.
En supposant que le tuyau est rigide.

Solution :

Nous avons :

AP=p.a. Au

9
Aveca= |£ = 2.10° _ 1,41.10° m/s
o V1000

Et Au=Up—U; = Up—0=up=Q/S = Q/[ 7.D%4] = 0,85/ [ 7.0,6°/4] = 3 m/s

AP =1000.1,41.10%3 = 4,23.10° Pa = 4,23 MPa
EtP=Py+ AP

Avec Py = p.g.h = 1000.9,81.330 = 3,24 MPa
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P=4,23+3,24=7,47 MPa

Exercice 9 :

Un tuyau d’acier de 1,2 m de diameétre et de 10 mm d’épaisseur, transporte de I’eau a 16 °C
(&£=2,16.10° Pa) & une vitesse de 1,8 m/s. si le tuyau a une longueur de 3000 m, et si la vanne
coté sortie est fermée en 2,50 s, a quelle augmentation de pression dans les parois du tuyau
doit-on s’attendre ?

On donne pour I"acier E = 207.10° Pa.

Solution :

La célérité de I’onde est :

= 216.10° =980 m/s
10° 1+ 2,16.10° 1200
207.10° " 10

Le temps d’aller et retour de I’onde est :
To=2L/a=2.3000/980 = 6,1
Puisque T=2,5s< Ty =6,1s: il s’agit donc d’un coup de bélier direct

AP = p.a. Au= p.aup=1000.980.1,8 = 1,764.10° Pa = 1764 kPa

Exercice 10 :
Déterminer la vitesse de propagation de I’onde de coup de bélier et la surélévation de la

pression en cas d’une fermeture instantanée d’une conduite d’acier de diamétre D = 450 mm,
I’épaisseur des parois e = 8 mm et la vitesse initiale de I’eau Vo = 1,8 m/s ?

On donne pour I’acier é: 0,01, et E = 207.10° kgf.

Solution :

Ona:

8
—_— avecao—\/E 1120710 = 1425 m/s
/ D o
Ee

S0
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a= &: 1137 m/s

W1t 4850.0,01

Et nous avons: AP = p.a. Ah= p.g%.uo car Ah= B.(u - U,)

AP =1000.1137.1,8 = 2,05.10° Pa = 2050 kPa

Exercice 11 :

Déterminer I’élévation de la pression & une fermeture instantanée d’une tuyauterie d’acier de
diametre D = 500 mm, a parois d’une épaisseur e =9 mm ?

La vitesse initiale de I’eau étant Vo = 1,47 m/s.

Solution :

Nous avons : ag = \/E = 1425 m/s
yo,

E
Eta= VP =19 1940 74mis
\/1+ Q \/1+ @ 0,01
Ee

AP = p.a. up=1000.1142,74.1,47 = 1,68.10° kPa

Exercice 12 :

Déterminer I’élévation de la pression lors de fermeture instantanée d’une conduite de
diamétre D = 600 mm, et d’épaisseur des parois e = 5 mm, véhiculant un débit de 200 m%h ?
On donne :

E =18.10"° N/m*.

£=21.10° N/m?,

Solution :

Nous avons :

AP= p.a. Au

Avec :
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8
_ 21.10 = 935,41 ms

10° 1+ 21.10° 0,6
18.10% 0,005

D’autre part, nous avons : Q = 200 m%h
v = Q/[ 7 .D%4] = (200/3600)/ [ 7 .0,6%/4] = 0,196 m/s
AP =1000.935,41. 0,196 = 183,34 kPa.

Aua _ 0196.935,41
g 9,81

Ou bien: AP =

=18,69 m.

Exercice 13 :

De I’huile circule dans un tuyau en acier de 2440 m de long & raison de 0,57 m*/s, combien
faut-il de temps pour fermer la vanne pour éviter la valeur de coup de bélier maximale ?

On donne :

La densité de I’huile est 0,85 et son module d’élasticité £=1,7.10° Pa.

Le tuyau est suppose rigide de 60 cm de diametre.

Solution :

Nous avons : To = 2L/a

9
Avec a= £ - ﬂ =1414,2 m/s
p 0,85.1000

Pour éviter le coup de bélier maximum T > T,
To=2L/a=2.2440/1414,2=3,45s

Pour éviter le coup de bélier maximum, le temps de fermeture de la vanne T doit étre
supérieure 2 3,45 s

T>3,45s.

Exercice 14 :

La longueur d’une tuyauterie d’acier entre le réservoir et la vanne est L = 1800 m, le diametre
D =450 mm, I’épaisseur e = 6 mm. Le débit circulant est Q = 127 I/s.

Déterminer I’élévation maximale de la pression APmax prés de la vanne a sa fermeture
progressive durant T = 3 s et a la loi linéaire de la variation de la vitesse ?
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Solution :
Ona:Tg=2L/a

£
Avec ag = \/: =1425 m/s

P

f
a= P = 1425 =1077,18 m/s
\/1+ &b \/1+ 40 501
E.e 6

To=2L/a=2.1800/1077,18 =3,34s>T =35
Il s’agit d’un coup de bélier direct.

APnax = p.a. Up
Avec : Uy = Q/S = Q/[ 7.D¥/4]

APmax = p.2.Q/[7.D%4] = 1000.1077,18.0,127/( 77 .0,45%/4) = 860,6 kPa

Exercice 15 :

Une conduite de 460 m de long et de 1,2 m de diametre, véhiculant de I’eau a une vitesse de
0,6 m/s, et la célérité de I’onde qui la traverse est de 1143 m/s.

Calculer la valeur maximale de coup de bélier sur la vanne et a 152 m et a 304 m de la vanne :
- si la vanne est brusquement et completement fermée ?

- si la vanne est brusquement et partiellement fermée réduisant la vitesse a 0,18 m/s ?

Exercice 16 :

Une conduite de 300 m de long, ou I’eau s’écoule a 0,8 m/s dont la célérité de I’onde est de
1000 m/s.

Calculer la valeur maximale du coup de bélier sur la vanne, et a 100 m et a 200 m de la
vanne :

- si la vanne est fermée complétement et ?

- si la vanne est brusquement et partiellement fermée permettant la réduction de la vitesse a
0,2m/s?

Exercice 17 :

De I’eau s’écoule a une vitesse de 3,048 m/s dans une conduite de 122 m de long, de 0,2 m de
diametre et de 6 mm d’épaisseur.
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Calculer le temps d’un aller et retour de I’onde de pression et la valeur maximale de la
surpression produite par la fermeture brusque de la vanne pour :

- une fermeture compléte ?

- une réduction de la vitesse a 1,83 m/s ?

Exercice 18 :

Nous supposons que la célérité de I’onde dans une conduite est de 975 m/s. si cette conduite

est de 610 m de long, et de 1,2 m de diametre, calculer la valeur maximale du coup de bélier

sur la vanne, et a 910 m du réservoir pour :

- la vanne est partiellement fermée en 4 s permettant le débit de passer de 0,85 m*/s & 0,28
3

m°/s ?

- le débit initial est de 0,42 m*/s et la vanne est complétement fermée en 1 s ?

Exercice 19 :

Une conduite en acier de diamétre D = 300 mm, d’épaisseur e =5 mm, de longueur L = 3 km
et comportant une vanne a son extréemité, et véhiculant de I’eau a un débit de 200 I/s.

Si on ferme la vanne partiellement en 3 s permettant de réduire la vitesse a 50% de sa valeur
initiale, déterminer I’augmentation maximale de la pression dans la conduite ?

On donne :

Le module d’élasticité volumique de I’eau & = 21.10% N/m?.

Le module d’élasticité longitudinale de I’acier E = 2.10"* N/m?,

Solution :
Nous avons :
8
_ 21'108 = 1135,05 m/s
10° 1+ 21.10 . 0,3
2.10" 0,005

Le temps d’aller et retour de I’onde est :
To=2L/a=2.3000/1135,05=5,286 s

Donc Tg=5,286s>T =35
Il s’agit d’un coup de bélier direct.

APmax = p.a. Au= p.a. (Vo—V) =1000.1135,05.(vo — Vo/2) = 1000.1135,05.v¢/2
Avec Vo = Qo/[ 7.D%/4]
APpax = 1000.1135,05.(Qo/2)/[ 7 .D?/4] = 1000.1135,05.(0,2/2)/[ 77.0,3%/4] = 1606,58 kPa
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1
a.—Q,/S
Aua _ "7 _ aQ, _ 11350502 = 16377 m

2
g g 205 5981223

Ou bien Ahpax=

Exercice 20 :

Une conduite en acier de longueur L = 2 km, et de diametre D = 300 mm, reliant un réservoir
et une vanne, et véhiculant un débit Q = 100 I/s.

Déterminer I’élévation maximale de la pression sur la vanne, si elle se ferme progressivement
pendant 4 s ?

Sachant que la loi de variation de la vitesse est lineaire.

On prend :

e=5mm.

£=21.10° N/m’,

E =2.10" N/m°.

Solution :
Nous avons :
8
_ 21'108 = 1135,05 m/s
10° 1+ 21.10 . 0,3
2.10" 0,005

To=2.2000/1135,05 = 3,52 s
Donc Tg=3,52s<T=4s.
Il s’agit donc d’un coup de bélier indirect.

2.10°2.10° 01

APmax =2. p .L.Ug/T =2. p .(LIT).(Qo /S) = = =1415,43 kPa

4 ,
1.
4
AP = 1415,43 kPa
Ou bien :
3
ANmax = 2L$° = ZL'Q;/S - 2210 '8’;2 = 144,28 m
g g 9.81.4.7.>
4
Exercice 21 :

Calculer I'augmentation de pression produite par le fermeture partielle d’une vanne montee
sur une conduite en acier de module d’élasticité E = 205.10° Pa, d’épaisseur e = 2 mm, de
diametre D = 70 cm et de longueur L = 2 km, veéhiculant de I’eau a 20 °C de module
d’élasticité &= 21,39.10° Pa & un débit Q0 = 0,8 m®/s, sachant que la fermeture partielle de la
vanne conduit a une réduction de 50% de la vitesse pendant 4 s ; et cela pour les deux cas :
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a- la conduite est rigide ?
b- la conduite est élastique ?

Solution :

a- conduite régide :
La célérité de I’onde est :

8
a= €= 1/M = 1.46.10° = 1462.5 m/s
0 1000

Le temps de I’aller et le retour de I’onde sera :
To=2.L/a=2.210°/14625=2,73 s
Le temps de fermetureest T =4 s

Donc: Tp=2,73s<T=4s
Il s’agit d’un coup de belier indirect

2.L 2L 1 _ 2L 1Q, 2.10°.08

APax = 97'(“ —u) = oSy, =i s X 2T 906 m

gT 2

APmax =106 m =1,06 MPa =10,6 bars

b- conduite élastique :
La célérité de I’onde :

8
_ 21,39.10 = 678.2 m/s

10° 1+ 21.39.10° 700
205.10° "~ 2

Le temps de I’aller et le retour de I’onde sera :
To=2L/a=2.2.10%2782=509s
Nousavons To=59s>T=4s

Il s’agit d’un coup de bélier direct :

al @
APx=a(u-ulg= 2 S = 2% _ 678208 _o g9,

2

2922 2981727
4 4

APmax = 71,89 m =0,72 MPa =7,19 bars

Mécanique des fluides approfondie : Exercices résolus

57



Ecoulements transitoires

Exercice 22 :

Une conduite élévatoire de longueur L = 500 m et de section s = 1 m?, ou s’écoule un débit Qo
=1 m¥%s, est protégée dans sa partie initiale par une cheminée de section constante Q =5 m?.
Calculer I’oscillation dans la cheminée, dans le cas d’un arrét brusque des pompes, et compte
tenu de la perte de charge dans la conduite qu’estde AH=4,5m?

Exercice 23 :

Une galerie d’aménagement hydroélectrique de longueur L et de section s, relie une retenue
de superficie assez grande dont les variations de niveau sont négligeables ; a une cheminée
d’équilibre verticale cylindrique de diametre D.

En négligeant les pertes de charge, trouver I’expression de la période des petites oscillations
de I’ensemble ?

D (S)

K

L =16km
Ondonne s=16m?
D =16m

Solution :

La masse de I’eau dans la galerie est: m= p .s.L 1)

Les forces d’inertie aux quelles soumise cette masse : — m.d—V = —p.s.L.%—\t/ (2)
Les forces de pression : S. p.g.h
L’équation de continuité : s.V = S.%

Avec :
S : section de la cheminée

t s dt?

dv _s d°h
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En remplacant (1) dans (2), et faisant égalité des forces de pression aux forces d’inertie, on
trouve :

- p.s.L.%—\: =S.p.9.h (4

Remplacant maintenant (3) dans (4) pour retrouver :

L.S d?h
+

—— h=0
g.s dt?

La solution oscillante non amortie de cette équation différentielle est de type :

) t
h =ho.Sin(2.7—
0-Sin( T)

3 2
Ou la période est: T = 2.71. LS 2.;7.1/M =891s
g.s 10.4.16

ho= FQ,.

Exercice 24 :

On suppose que la galerie de I’exercice précédant débite Q = 48 m*/s.

1- si I’on ferme rapidement la conduite immédiatement en aval de la cheminée d’équilibre, a
quelle hauteur I’eau montrait-elle dans la cheminée d’équilibre? (en négligeant les
frottements).

2- si la hauteur de la cheminée d’équilibre est égale a 20 m, quel sera le volume d’eau
déversé ?

Solution :

1- D’apres le méme raisonnement précédant, nous avons :

2
LSdhiho
g.s dt

Dont I’intégration de cette équation, donne :

) t
h =ho.Sin(2.7—
0-Sin( T)
Avec T = 2.1, L—S
\/ g.s
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La valeur de hq qui correspond au maximum de hauteur dans la cheminée, sera obtenue en
considérant les conditions initiales.

Ona:s.Vo= S.ﬁ i.\/0 _dh_ 2—”.h0.Cos(2ﬂ.l)
dt S at T T

2m
Pour to =0 Cos(?.O):l gvo =—0~h,

L.s
ho=V,. =3.
"7 gs

2- I’équation précédente (n°1) n’est valable que pour des niveaux ne dépassant pas la hauteur
de la cheminée (20 m), si non ; on considére que la force de pression reste constante :

3
16.10 .153 - 33.9m
77.16

10.

dv L dv
S.L.—+0.0S5h =0 —.—+h =0
P at P-g.0.n g dt
Avec h; =20 m.
V=V, - g.ht @)

Ou V; : vitesse dans la conduite a I’instant ou h atteint 20 m dans la cheminée, le tant étant
compté maintenant a partir de cet instant.

Tl
Le volume déversé U = IS'V'dt =sV,T, - S.Sll_hl T
0

Ou T, est le temps nécessaire pour annuler la vitesse dans la galerie.

V,.L

D’aprés (2) : T1 =
g.h,

sV,°.L _sgh V2L _sV’L

U= . > =
g.h, 2L g°h° 2gh

La vitesse dans la premiere phase de I’écoulement est :

v dh_ §,h0.2—”Cos(ﬂ) =VO.COS(2”'tl
s dt s T T T

)

Ou t; : temps écoulé entre la fermeture et le début de déversement :
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ona: Sin(z.ntT—l) = hy/ho = 20/33,9 = 0,59

t1=98,48s

V1 =v0.0,807 = 2,42 m/s

U=3740 m®.
T1=194s.
_ V, =3m/s
Avec bien sure :
T =981s

Exercice 25 :

On désire fermer un orifice de section so, situé a I’extrémité avale d’une conduite longue, de
section S, de telle sorte que le débit décroisse lineairement en fonction du temps.

1- déterminer la loi de pression devant I’orifice pendant la fermeture, en supposant que le
coefficient de débit m est constant ?

2- quelle doit étre la loi de fermeture de I’orifice en fonction du temps : — ?

SO
On admettra que la durée T de fermeture est inférieure au temps que mettent les ondes de
pression émises depuis I’orifice, pour y revenir apres réflexion sur I’extrémité amont de la
conduite ?

Solution :

Le débit traversant I’orifice a chaque instant :
Qv =m.s.,/20.h

Avec h : charge devant I’orifice
La variation temporelle de ce débit est :

qV = qVO - qVOt/T qu = - qVOdt/T
La surpression devant I’orifice est:

dh=-2du=-—"2dq
g

g.S

v

t

h
— a — a qu
dh= ——q,,.dt dh = (.2 dt
gST tho J .Org.s T
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h=2h0 gyp,
g.S.T

Ou ho : charge initiale devant I’ orifice.

: a. a.
En fin de fermeture : t=T  hy = Sho 4 h, = o 4 h,

9.5 g

Ou up : vitesse initiale dans la conduite.
La surpression totale produite par la fermeture est :

al, _ ady

Ah=h -h, =
h T g 9.

2- Nous avons :

Qv =m.s.,/20.h
h - qu - qu2 (1_1)2
m?.s®2g 2g.m°.s? T
Avec h =hg + %.l
95 T
2
h0+ a.q,, .1: qvo2 . (1_1)2
gS T 2gm’s T
q 2
A't=0, nous avons : gyo = M.Sp./29.h, ethy= %
29.m°.s
t
1_7 2
a'qu't: qu2 ( T) _i
98T 2gm?  s? 5,
Lt
T

: . S
La loi de fermeture est donnée par : — =
So \/1+ 2am?s,’ t

On peut écrire aussi :
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Exercice 26 :

Un manométre est constitué par deux tubes verticaux de diamétre D, reliés par un tube plus
fin de longueur L et de diamétre d.

En admettant que les pertes de charge dans ce dernier tube sont a chaque instant, égales a
celles d’un écoulement laminaire permanent, calculer la condition pour laquelle, la viscosité
du liquide réalise I’amortissement critique ?

D

D
— <«—

Solution :

La masse du fluide contenue dans le tube horizontal est :

7.d?
4

m= p.L.

Sa force d’inertie & chaque instant t est :

Cette force est équilibrée par des forces de pression et de frottement.
2

- les forces de pression sont : 4 .£.g.h
- les forces de frottement sont : AP. nd” avec AP = f.%.p.%
En écoulement laminaire f = 64 _b4v
vd
a9 g oLuy

En équilibre ; la somme des forces est nulle :
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Lﬂ.d2 d_V+pg/T.d2
4 Tdt T 4

h+8m.pLvV =0 1)

D’autre part, I’équation de continuité des volumes fluides est :

2 2 2
V_]T'd :E;TD_% \V = D @
4 2 4 dt 2.d? dt
dv  D? d*h
= . 2
dt  2d? dt® @)

On remplace (2) dans (1), et on simplifie, nous trouvons :

2 2 2
L D dth e D A hg
29 d” Tt gd* dt

Cette derniére, est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants,
de type :

2
A.OI 2h+B.@+C.h:O
dt dt

. s 2
Ou I’amortissement critique est obtenu avec : B =4.A.C

2 2
128 5D
g.d
2 2
Et le systéme sera oscillatoire si 128. Lv d? <1
g.

Application numérique : avec g = 9,81 m/s%.
v=10°m%s,d=D=001m L=780m.
v=10"m%s,L=10m d=D=34m.
v=10"m%s,D=0,01m,d=0,032m L =0,84m.

Exercice 27 :

On opte pour une cheminée d’équilibre pour protéger une conduite en fonte de 800 m de long,
et de 1,5 m de diameétre, contre le coup de bélier. La cheminée est placée sur la conduite a 35
m au dessous de la surface libre du chéteau d’eau.

Pour un débit de 12 m%s dans la conduite, quel est le diamétre minimal & donner au cheminée
pour éviter de dépasser 18,5 m au dessus de la surface libre du chateau d’eau ?

On donne le coefficient de perte de charge dans la conduite C = 11,1 ; et on néglige les effets
de I’inertie et les pertes dans la cheminée.
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Solution :

Normalement le niveau dans la cheminée se stabilise a z = 0 (méme niveau que celui dans le
chateau d’eau) mais a cause des pertes de charge dans la conduite, le niveau se stabilise a z

(inférieur a z).
Nous avons :

2

-Zp = C.\;L avec C : coefficient de perte de charge.
g

Pour une vitesse V donnée (pendant une fermeture d’une vanne) :
La cote d’eau dans la cheminée sera :
Faisant forces d’inertie égales aux forces de pression :

- m.dd—\: =S.p.0.2+S.0.9.Az
VAR VA
Et puisque m=pS.L et Az=z-2,=0--C.>—=C.->
29 29

Nous remplacons et nous simplifions, nous trouvons :

2

av v
—pSLEY =5p92+5.09C—
pSL G =5Pp92+S.0gC

2

Z+ C.L: —Ld_v
29 g dt
Si on donne

S : section de la conduite
A : section de la cheminée

De I’équation de continuité, on écrit :
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sv=a % y-Ad®
d S dt
2
-Z= C.VL+ Livd_v
20 g A dz
2 2
Z+ CVL__LAd Z
29 g S dt?
L Ad%z __ V] C A? dz 2
—.— +z=-C.—=-—.—. —
g S dt? 29 2g S? dt
2
Oubien-z=C VL+ Livd_v
20 g A dz

L’intégration de cette équation donne :

-C.A
VZ:ZC—g.';SA—z ~Ce s )

Avec C; : coefficient d’intégration.
Pour les conditions aux limites, nous avons :
t=t:V=Voetz=2z.

—c.AZo 2 ﬂ.c.ﬁ
V2 = 2_g ﬁ— ZO —Cl_e Ls = 2_g _LS +C\/L _Cl.e LS 2¢
C CA C'CA 2g
C2.A _,»
29.L.S sV
T 2)

Et pour z = zmax : V = Vo
En remplacant dans I’équation (1) :

-C.A
— Cl'e L.S

“Zmax

?' C. max
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De I’équation (2), on tire :
C2A
_ 29 LS st
1= —.—— &
C° A
Nous remplagons maintenant dans (3) :

C®A 2 CA

20 LS 29, _20 LS uisv i
C2' A C max Cz' A :
C.A, V
_7'(C'L+Zmax)
15z (4)
L.S

Et puisque le 2°™ terme est toujours positif :

%'Zmax< 1
LS
Application numérique :
12
Vo=Qu/S= ———=6,79m/s
AT
2 2
0=-cY 211187 - 2600m: |- 26,09 < 35
29 2.9,81

Zmax = 18,5 m

LS _ 800.7.15%/4 _

Ona %.zmax <1 =6,88
L.S C.z, 111.18,5

Résolvant maintenant I’équation (4) par itérations successives :

AV
A %.zmax e‘%‘“'?””“
6,88 | 0,00064 0,08994
6,80 | 0,01226 0,09249
6,00 | 0,12847 0,12239

6,06 | 0,11975 0,11985

A =606m> d=278m.

Exercice 28 :

Une conduite d’adduction d’eau de longueur L = 2 km et de diamétre D = 2 m, est protégée
contre les phénomenes transitoires par une cheminée d’equilibre, placée a 30 m sous le niveau
de la surface libre du réservoir (voir le schéma en dessous).
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Trouver le diamétre minimal a donner au cheminée pour éviter que I’eau ne dépasse pas les
20 m au dessus de la surface libre du réservoir ?

On donne le coefficient des pertes de charge dans la conduite C = 10,2 ; et en négligeant les
effets de I’inertie, et les pertes de charge dans la cheminée.

Le débit véhiculé par la conduite est Q = 15 m*/s.

Solution :

Nous avons :

Avec Vo = Qqfs = =4,78 m/s

™ /
Z, = -C.v4/2g = -10,2.4,78%/2.9,81 = -11,88 m

Ol |-11,88<20m

2
2000.7. 2—

Et1>ﬁz A< 1> L.S = -3078m

Ls Cz,., 10220

1-0,0325.A = g 0.0518A

C’est une équation transcendante, pour la résoudre, on utilise les itérations successives :
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A 1-0,0325.A | g0%18A
30,78 | -0,00035 0,203

30 0,025 0,2114
20 0,35 0,3548
19,8 | 0,3565 0,3585
19,7 | 0,35975 0,3604
196 | 0,363 0,3623

19,65 | 0,36137 0,36136

Donc A=1965m’= 7.d?/4

d= 1/@= 5,0032 =5 m.
nm

Exercice 29 :

Une cheminée d’équilibre de forme cylindrique, de diamétre D = 5 m, est choisie comme
moyen de protection anti-belier d’une conduite d’adduction reliée a un chateau d’eau.

1- si la conduite est de diametre d = 1,5 m et de longueur L = 12 km, véhiculant un débit Qg =
1 m3/s, en négligeant les pertes de charge, calculer I’augmentation du niveau d’eau dans la
cheminée apres une fermeture rapide de la conduite ?

2- si le niveau d’eau dans le réservoir est H = 10 m, donner la hauteur totale de la cheminée ?

MY D

Réservoir

N

Cheminée

Solution :

Il s’agit d’une oscillation en masse de la masse d’eau existante dans la conduite, entre le
réservoir et la cheminée.

- La masse d’eau dans la conduite est: m= p .s.L

- les forces d’inertie aux quelles est soumise cette masse :

_md_V:—psLd_V
dt T dt

- les forces de pression exercées sur cette masse :
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s.0.9.h

s.0.gh=- ,o.s.L.dd—\: 1)

D’apres I’équation de continuite :

2
sv=s il dv_S d%h
dt t s dt

L.S d*h

FET

Et I’équation (1) devient :

S d*h
s.0.0h=-ps.L.—.
P9 P s dt?

Pour que la masse oscille entre la cheminée et le réservoir, la solution de la derniére équation
est de type :

.2
h = hy.Sin(=—
0 (T)

Ou la période des oscillations est T = 2/7.\/2.E

Et leur amplitude est hg = + Q,. /L =
5.9.5

3
ho = F1. 12.10 =594 m

2

22.9,81.1,52.52

g s

Ah=594m.

La hauteur totale de la cheminéeesth=H + Ah=10+5,94=15,94 =16 m.

Exercice 30 :
Une conduite de diamétre D = 2 m et de longueur L = 20 km, véhiculant un débit Q = 3 m*/s,

reliant un réservoir de grande section et une cheminée d’équilibre verticale de diametre d =
0,5m.
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Si on ferme rapidement la vanne qui se trouve juste aprés la cheminée, en négligeant les

pertes de charge :
- calculer la période des petites oscillations de I’ensemble ?
- calculer I’élévation maximale de I’eau dans la cheminée ?
< D\
Hmax o
\ vda \ (
X
A
) L
Solution :
Nous avons :
3 2
T=on |55 2o 24005 T4 _ 7469
g.s 9,81.1.2°/14

3
20.10 = F172,56 m

2

Ho=+F =F
O > 595 Vg ﬁ 9,81.71.—"—
98T —

LS _ 117086 m

Ou bien ho = F V. 9
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