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Préface

L'analyse complexe, également appelée théorie des fonctions, est parmi les branches des
mathématiques qui incluent des fonctions de nombres complexes. C’est un outil extrémement
important avec un nombre inattendu d'applications, y compris dans la théorie des nombres, les
mathématiques appliquées, la physique, I'hydrodynamique, la thermodynamique et
I'ingénierie électrique. La croissance rapide de la théorie de l'analyse complexe et de ses
applications a suscité un intérét continu pour son étude par des étudiants dans de nombreuses
disciplines. Cela a donné a l'analyse complexe une place distincte dans les programmes de
formation universitaire a travers le monde entier, et elle est maintenant enseignée a différents

niveaux dans presque tous les établissements.

Le present polycopié, intitulé : « Fonction de La Variable Complexe, cours avec
exercices d’applications » est élaboré et présenté en conformité au canevas relatif a la
formation Licence LMD-S3 dans le domaine Science de la matiere (SM). L'objectif de ce
cours est d'introduire les idées fondamentales des fonctions de variables complexes et de
développer une compréhension claire des concepts fondamentaux de I'analyse complexe. Plus

spécifiqguement, a la fin du cours, I'étudiant sera en mesure de :

e Prouver le théoreme de Cauchy-Riemann et sa réciproque et les utiliser pour décider si
une fonction donnée est holomorphe;

e Utiliser des séries entieres pour définir une fonction holomorphe;

e Effectuer des calculs avec des fonctions holomorphes élémentaires telles que le sinus,
cosinus, sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique, exponentiel, logarithme et des
fonctions définies par des séries entieres;

e Définir I’intégrale complexe et utiliser diverses méthodes (le théoreme fondamental de
I’intégration des contours, le théoréme de Cauchy, le théoréme de Cauchy généralisé
et le théoréme des résidus de Cauchy) pour calculer I’intégrale complexe des fonctions

données;



e Utiliser le théoréme de Taylor et le théoreme de Laurent pour développer une fonction
holomorphe en termes de séries de puissance sur un disque et de séries de Laurent sur
un anneau, respectivement;

o Identifier 'emplacement et la nature d'une singularité d'une fonction et, dans le cas des
poles, calculer l'ordre et le résidu;

e Appliquer des techniques d'analyse complexe pour déduire des resultats dans d'autres
domaines des mathématiques, y compris la démonstration du théoréme fondamental de

I'algébre et le calcul d'intégrales réelles infinies, d'intégrales trigonométriques.
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Chapitre

0

Généralités sur les nombres complexes

0.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons la configuration algébrique et géométrique du systeme de
nombres complexes. En particulier, les nombres complexes, comme les nombres réels, auront
les opérations d'addition, de soustraction, de multiplication ainsi que de division par tout
nombre complexe sauf zéro. Ces opérations suivront toutes les lois auxquelles nous sommes
habitués telles que les lois commutatives et distributives. Nous évoquons aussi les notions des
lieux, ensembles et régions géométriques dans le plan complexe.

0.2. Définition d’un nombre complexe

Un nombre complexe est défini comme une expression de la forme :

Z = x + iy ou x et y sont des nombres réels. (0.1)
Ce type d'expression, z = x + iy, est appelé forme cartésienne. La partie réelle de z = x + iy
est le nombre réel x, qui est noté Re(z), et la partie imaginaire de z = x + iy, le nombre réel
Y, qui est noté Im(z), il s'ensuit donc que:

z = Re(z) + ilm(z) (0.2)
Nous définissons I'ensemble des nombres complexes C comme étant:
C={z=x+iy,(x,y) ER? et i? = —1} (0.3)

0.3. Arithmétique complexe
0.3.1. Opérations de base

Soient z; = x;+iy; et z, = x,+iy, deux nombres complexes, alors nous pouvons avoir les
opérations suivantes :

Z, = Z, si et seulement si x;+iy; = x,+iy, si et seulement si x; = x, et y; = y5. (0.4)
21 + 23 = (g +iyr) + (x+iy) = (e +x2) + i(V1+y2). (0.5)

Exercice 0.1

Calculer les nombres complexes suivants :
. 3+1i)+(1—4i0).
2. (1+5)+ (11 +10).
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. B+D+(1-4D)=0CB+1D)+1Q-4)i=4-3i.
2. A+5)+(-114+4D)=A-11)+(5+1)i =-10+ 6i.

zy — 23 = (x1+iy;) — (X +iy,) = (x1—x2) + i(y1—Y2). (0.6)

Calculer (3 + 4i) — (1 — 2i).

B+4)—-(1-20)=GB-1)+(4+2)i=2+6i

Z1.Z = (X1 +iyq). (xa+iyy).
= (x; + y1yai?) + iy, + yix2)

= (X102 — ¥1¥2) T i(x1Y2 + X201). (0.7)

Calculer (3 + 4i).(1 — 2i).

(3+4i)).(1-20)=B+8)+(—6+4)i=11-2i.
Ou d’une autre fagon :
B+4)).(1-2i)=3.(1-2)+4i(1—-2i)=3—-6i+4i+8=11—-2i.

Zy _ Xatiys _ (eatiy) (p—iys) _ (eaXot yaya)—i(xaya—%ay1) _ (aXat y1ya) | (X2¥1—%1¥2) (0.8)
z  xptiyz (X +iy2).(x2-iy2) (x2)2+(y2)? T ()2 ()2 (2)2+(r2)?” '

Avec z, # 0.

“. |

2.124_119

Calculer — et ,
1+i

[uy
x

1-i _ (1-D)@-i) _ 1-2i-1 _ -2i

1) —= = =—=-—I.
) 1+i @a+i)(1-i) 1+1 2
2024-i19  2(i2)?-(i2)°i _ (2+D)(A-i) _ 2+1+i-2i _3-i 3 1.
2) — = - = - — = =—=-—-1.
1+i 1+i (1+i)(1-i) 2 2 2 2

0.3.2. Eléments neutre dans C

% On note 0 = 0 + 0i comme 1'élément neutre pour la somme dans C, puisque Vz € C,
z + 0 = 0 + z = z est satisfaite.

% On note 1 =1+ 0i comme ¢élément neutre pour la multiplication dans C, puisque
Vze(C,z.1 = 1.z = z est satisfaite.

N
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0.3.3. Inverse d’un nombre complexe

4 Siz=x+ iy € C— {0} alors nous pouvons désigner l'inverse de z par z~ 1.

1l est évident que : z71 = ——. (0.9)
x+iy
# Pourunz € C,z # 0 donné; il existez7 € Ctelque: z.z 1 =z"1.z= 1.

Remarque 0.1

D'un point de vue logique, il convient de définir un nombre complexe z = x + iy; comme une
paire ordonnée (x,y) , sous réserve de certaines définitions qui s'avérent étre équivalentes aux
précédentes comme ceci :

z, = z, si et seulement si (xq,y;) = (x5, y,) si et seulementsi x; = x, ety; =y, . (0.10)
7y + 75 = (X, ¥1) + (x2,¥2) = (X1 + %2, 71 + ¥2). (0.11)
7y — 7 = (X1, ¥1) — (%2, ¥2) = (X1 — X2, 51 — ¥2). (0.12)
7.2 = (X1, ¥1)- (X2, ¥2) = (X1X2 — Y1Y2 , X1Y2 + X2Y1). (0.13)

De ce qui précede, nous avons:
(x,y) =(x,0)+ (0,y) =x(1,0) + y(0,1) = x + iy en considérant que (1,0) =1 et
(0,1) =1i.

0.4. Quelques propriétés

L'addition et la multiplication de deux nombres complexes est un nombre complexe, c'est-a-
dire que si z; et z, sont des nombres complexes, alors z; + z, et z;.z, sont des nombres
complexes. Pour z;, z,, z3 trois nombres complexes, on a :

0.4.1. Commutativité

Zl + Zz S Zz + Zl' (0.14)
Z1.2y) = Zp.Zq. (015)

0.4.2. Distributivité

z1.(zy + 23) = (24.25) + (21. 23). (0.16)
0.4.3. Existence d’un élément symétrique

Pour un z € C donné; il existe —z € Ctel que : z + (—z) = (—z) + z = 0. (0.17)
Exercice 0.5

Calculer pour z = 1 + 2i le nombre complexe i

Solution

Pourz=1+4+2iona:
11 1:(1-2i) _ 1-2i _ 1-2i

z 142 (1+20)(1-21)) 144 5

ull -
I

ulN
L 1Y

0.5. Lois des exposants

Pourunz € C,z # Odonnéona:z° =1,z =zetz" =2z""1. 2 (0.18)
Etpourn,m €Nona:
Zn. zMm = z*m, (0.19)
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(zM)™ = z™m, (0.20)
(z1.22)™ = (z)™ (z)™. 0.21)
(Zl n Zln

Z) =7 bourz; * 0. (0.22)
Z%t = z,""™ pour z, # 0. (0.23)

0.6. Théoréme du binome

Pour les deux nombres complexes z et w on a:

(z+w)" = ﬁzo(;;)z"_k - ¥ ou (Z) = k!(:ik)! (0.24)

Exercice 0.6
Calculer (—\/§ — i)s.
Solution
Par I’application de la formule du bindme nous obtenons :
(—V3-1) = Zhoo()) (V3) T (D"
= (—V3)" +3(=V3)" (=) + 3(—V3) (=)? + (—D)*.
= —8i.

0.7. Module et conjugué d'un nombre complexe

Le module ou valeur absolue d'un nombre complexe z = x + iy, est noté par |z| et est défini

par |z| = {/x? + yZ2. (0.25)

w
E A . .
% z=x+ yi
E .
g |zl /o

o v ¢ Axe réel

Figure 0.1 : Module d'un nombre complexe
0.7.1. Certaines remarques concernant le module d’un nombre complexe

Pour tout nombre complexe zon a :|z| € RT et |z] = 0.

Pour tout nombre complexe zon a : |z| = 0 si et seulement si z = 0.
Géométriquement |z| désigne la longueur du vecteur représentant.

L'inégalité z; < z, n'a pas de sens sauf si z; et z, sont réels.

L'inégalité |z;| < |z,| signifie que le point z; est plus proche a 'origine que le point z,.

AN e
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6. La distance entre deux points z; = x;+iy; et z, = x,+iy, est |z; — z,|. Cette distance

est donnée par : |z, — z,| =/ (x; — x2)2 + (¥, — y1)2. (0.26)

Puisque |2 — 3i| = V13 et |4 + 2i| = V20, le point 2 — 3i est plus proche de l'origine que le
point 4 + 2i.

Que représente 1'équation suivante |z — 2 +i| = 2 ?

L'équation |z — 2 + i| = 2 représente le cercle dont le centre est z, = (2, —1) et dont le rayon
estR = 2.

Vérifier que |(1 —3i)(2 —i)| = |1 —3il.|2 —i].

Eneffet: |(1 -3)Q2—-i)|=|2—-i—6i—3|=|-1-7i] =V1+ 49 =+/50 = 5V2.
Et|1—3i|.|2—i| =v1+9.V4 + 1 = v10.V5 = V50 = 5vV2.

Soient z, z; et z, trois nombres complexes, alors :

L |z1.25| = |z4].|2,].
2. |B =@aveczz # 0.
Z2 |Z2|
3. lz; + 23] < |z1| + |2,
4. Re(z) < |Re(2)| < |z|.
5. Im(z) < |Im(2)| < |z| (Exercice).

L |z1.2,| = J(Z1-Zz)(z1-22) = \/(21-22)(2_1-2_2) = \/Z1Z_1-Z_222 = \/Z1Z_1\/ZZZ_2 =

|z1||2,| car z.Z = |z|? (Voir propriété 0.30).

4. |z| = J(Re(z))2+(1m(z))2 et |22 = (Re()’ + (Im(2)".

On peut remarquer que : (Re(z))2 < |z|? ce qui implique que |Re(z)| < |z| donc

Re(z) < |Re(2)| < |z].

Le nombre complexe conjugué d'un nombre complexe z = x + iy est défini comme étant le
nombre complexe x — iy et est noté Z.
On écrit Z = x — iy. (0.27)
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Le nombre Z est représenté par le point (x, —y) qui est la réflexion dans 1'axe réel du point
(x,y) représentant z (Figure 0.2).

¥ 1 z=x+iy

|-i-|

Axe imaginaire
-l

u
W

Axe réel

R
Figure 0.2 : Conjugué d'un nombre complexe

Exemple 0.2

Siz=2+405i alors: Z=2—5i ouRe(2) =2et Im(z) = -5.
Siz=4—-3i alors: Z=4+3i ouRe(2) =4et Im(z) = 3.

Proposition 0.2 (Certaines propriétés du conjugué d’un nombre complexe)

Soient z, z; et z, trois nombres complexes, alors :

1. 2=z (0.28)
2. |zl = |z|. (0.29)
3. z.Z=|z|% (0.30)
4. z1tz, =77+ 7,. (0.31)
5. Zl'ZZ - Z_l'Z_Z' (0.32)
6 (j—:) =Z ol %0 (0.33)
7. Zzi = x = Re(2). (0.34)
8. % =y = Im(2). (0.35)

Preuve

Nous donnons ici la démonstration de quelques propriétés alors que les autres sont proposées
comme étant des exercices.
Soient z; = x;+iy; et z, = x,+iy, deux nombres complexes.

3. z.z=(x+1iy).(x—iy) = (x*) — () + (Y)(x) — (iy)* = x* + y* = |z|.

4. 71+ 75 = x—iy; Hx—iy, = (0 +x2) — iy +y2) = (g + x2) +1(yy + y2).

=2z + z,.

5. Pour:z;.z, = (X105 — V1Y) + i(X1y2 + X2941).

Ona 71.7; = (X1 — ¥1¥2) — i(x1y2 + X2)1)-

Pour 71. Z; = x 1y X1y, = (1 —iy) (x2—iy2) = (X1X2 — y1¥2) — i(x1Y2 + X2¥1)

z Z12Z Z1Z z Z1Z Z1Z Z1Z Z1 .
6. Pour—=—="2=—"2ona (—1)——12=—12=—12=:10u z, # 0.

Z, 275 |z)? Z2 |z2|? |z2|? Z2Z; 73
zZ+Z (x+iy)+(x—iy) 2x
7. T=f=7=x=Re(2).
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8 z-Z _ (x+iy)-(x-iy) _ 2iy _
Y2 2i T2

y =Im(2).

Trouver sous sa forme cartésienne le nombre complexe suivant:

1-i 3-2i

3+i 1+i°

1-i | 3-2i _ (1-D3-1) , 3-20)(1-1)
34 1+ (B+DE-) | Q+)@a-i)

_2-4i | 1-5i

10 2
__2—4i | 5-25i

10 10 °

_ 7 29

“ 10 10’

Montrer que 1I’équation —x? + y2 = 1 peut étre écrite sous la forme suivante : z2 + z2 = —2.

Ny

. z+Z z—
On sait que x = ety =—-.

—x2+y2=1=>—(1z_)2+(z;,z_)2=1.

2 2i
224227472 z2-2z7472
o —( )+ ( )=1
4 —4
z24227+7%)4 (22222422
o )+( =1
4
z242z27+7% 472 -227+72
S — =1.
4
(2z2+2z‘2)
o — =
4
(zz+z'2)
o — =
2
& z2 472 ==-2

0.8. Inégalité triangulaire

Soient z;, z, deux nombres complexes, alors :
1. |Z]_ + Zzl < |21| + |Zz|. (036)
2. |z +2z,| =2 ||Z1|—|Zz|| > |z1] — |z, (0.37)

Loz 4+ 2° =@ +2)(z+2) =@+ 2) @+ 22) =207 + 2,25, + 297, +
2,71 = |z1|* + |22 + 2125 + 212, = |211* + |2,|* + 2Re(2,23) < |z4]* + |z, +
2|212;| < |24 |2 + |25)% + 2] 21| 22| < |24|? + | 25]% + 2] z1||25] = (24| + |2,])?
Donc |Z]_ + Zzl < |Z]_I + |Zz|.
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Elle peut étre facilement généralisée comme suit : | j:'ll zj| < Zj:'ll|z]|
2. |z1|l =21 + 25 — 75| < |21 + 25| + |—2,|, ce qui donne |z;| — |z;| < |z; + z,].
De la méme maniére, nous pouvons montrer que : |z,| — |z;| < |z + z,|.
Du fait que |z,| — |z1| < |z + z,|.
Aprés multiplication par (-1) on trouve —(|z,| — |z,]) = —|z; + z,|.
Donc |z,| — |z,]| = —|z; + z,].
Ce qui montre que : —|z; + 25| < |z1] — |23| < |21 + 2,].
Donc on a montré que : ||21| — |Z2|| < |z + z,| et par la suite :

|z1 + 25| = ||Z1| - |Z2||-
Exercice 0.11
Montrer que |z, — z,| = ||le — |22||.
Solution

Puisque |—z,| = |z,|, on peut remplacer z, par —z, dans I’inégalité |z; + z,| = ||le — |22||
pour trouver le résultat sous la forme suivante :

|21 + (—22)| = |z — 25| = ||Z1| - |—Zz||-

|2y — 2| = ||Z1| - |Zz||-

Exercice 0.12

Si z se trouve sur le cercle |z| = 2, alors montrez que : 3 < [z2 — 1| < 5

Solution

Onalz®—1| <|z*|+|-1]|=4+1=5.

Et|z2 —1| > ||22| = |-1]| = |4 — 1| = 3.

Donc 3 < |z? — 1] < 5.

Exercice 0.13

En utilisant D’inégalité |z; — z,| = ||le —|z,|| , montrer que si z appartient au cercle

d’équation |z| = 3, alors [z2 — 3z + 2| > 2.
Solution

En décomposant I’expression z% — 3z + 2 en produit de deux facteurs on obtient :
z2=3z+2|=|(z=2)(z—-1)]| = |z-2||z—-1].

Et|z—2| > |lz| - I2]| =13 -2|=1.

Btlz—1| = |lz| - |1]| =13 -1 = 2.

Alors |z — 2||z — 1] = 2.

Finalement |z? — 3z + 2| > 2.

0.9. Plan complexe (Représentation graphique d'un nombre complexe)

Dans un nombre complexe z = x + iy, il y a deux nombres réels qui le caractérisent, sa partie

réelle x et sa partie imaginaire y. Cela incite a représenter chaque nombre complexe x + iy

comme la paire (x,y)ou la premiére composante x correspond a la partie réelle du nombre

10
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complexe z et sera situé sur I'axe des x, que I'on appellera I'axe réel et la deuxiéme composante
y représentera la partie imaginaire du nombre complexe z et sera situé¢ sur l'axe y, qui sera
appelé l'axe imaginaire. Puisque le nombre complexe z = x + iy peut étre considéré comme
une paire ordonnée (x, y), alors z peut étre représenté par un point dans le plan xy, appelé plan
complexe. Ainsi a chaque nombre complexe z = x + iy correspond un et un seul point dans le
plan complexe et réciproquement a chaque point du plan complexe correspond un et un seul

nombre complexe (Figure 0.3).

c=ct+iy=(z,y)

4 1 x Axe rdel

Figure 0.3 : Représentation graphique d'un nombre complexe z = x + iy

Une autre représentation possible de z = x + iy est sous forme vectorielle, puisque z est
considéré comme une ligne dirigée qui commence a l'origine et se termine au point (x, y). Pour
additionner les nombres z; et z,, c'est-a-dire z; + z,, on procede comme indiqué sur la figure
0.4.

.éih
lﬂ-'l
<
Z1 + 23
o Axe reel

Figure 0.4 : Somme de nombres complexes

0.10. Forme polaire (trigonométrique) et formule d'Euler des nombres complexes

Souvent les points du plan sont définis en termes de coordonnées polaires, le nombre complexe
z = x + iy avec z # 0, est représenté par le point P dont les coordonnées cartésiennes sont
(x,v) ou dont les coordonnées polaires sont (r,0) our = {/x2 + y? est le module de z noté

r = |z| et 6 est I'angle que fait le vecteur OP avec l'axe Ox positif.
Puisque x = rcos(0) et y = rsin(@8), le nombre z peut étre écrit sous forme polaire comme
z = r(cos(0) + isin(0)). (0.38)

11
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Pixy)
\ -

i __
s X Axe réel

Axe imaginaire
]
|

Figure 0.5 : Représentation polaire d’un nombre complexe

Les valeurs de 8 peuvent étre déterminées en spécifiant le quadrant contenant z = x + iy et en
utilisant I'une des trois équations suivantes:

tan(6) = 2. (0.39)
cos(0) = % (0.40)
sin(0) = ;—l (0.41)

Soit z un nombre complexe z (z # 0), alors :
1. Chaque valeur de 0 telle que z = r(cos6 + isinf) s’appelle un argument de z.
2. L'ensemble de tous les arguments de z est noté arg(z).

1. Siz = 0, alors 8 n'est pas défini et on ne peut donc pas écrire z sous forme polaire.

2. 6 aun nombre infini de valeurs, positives et négatives, qui différent par des multiples
entiers de 2m.

3. Si—m < 6 < m,alors I’angle 8 est appelé I’argument principal, noté par Arg(z).
Ona: 6 = Arg(z) + 2km avec k € Z.

4. Pour z = x + iy # 0 on détermine Arg(z) par :

( arctg G) six>0
arctg

Arg(z) = six=0ety>0 (0.42)

4
x

N

)+7Tsix<0ety20

13

arctg —nmsix<0ety<0

—~ N
NI RIR

L —=six=0ety<0

Ecrire le nombre complexe z = —1 — i sous sa forme polaire.

Pourz=—1—ionalz| = (-1)2 + (-1)2 = V2.

12
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-1
tg@) =2===1.

Donc 6 = % - =- %ﬂ qui représente I’argument principal.

z =1(cos(0) + isin(H)).

z=+2 (cos (=) + isin (- 3jT”))

Trouver Arg(5), Arg(—5), Arg(2i), Arg(=7i) .

Arg(5) = arctg (9) = arctg(0) = 0.
Arg(— 5) = arctg( ) + 7 =arctg(0) + T =m.

Trouver arg(z) pour z=1—1.

Arg(1—1i) = arctg( ) =arctg(—1) = Y
Et

arg(z) = 3 4 2kmavec k € Z.

1

|

1+iV3
1-iV3

Trouver I’argument principal Arg(z) pour z =

_(1+i3)(a+i3) 1+2iV3-3 2423 -1 V3
(-3 +i3) we+(v3: 4 22

i3 V3
Donc Arg (1 ;) arctg <_1> +m = arctg(—V3) +m.
2

21

T
=—arctg(vV3)+m=—s+m ="

0.10.1. Formule d'Euler
L'expression cosf + isinf peut étre simplifiée en remplagant les fonctions trigonométriques
cosinus et sinus par leurs représentations en séries entiéres et en utilisant la relation i? = —1 :
P — Tl= n n
cos@ + isinf = Y} Z5(—1) —(2 T +iYrz5(=1) (2n+1)'.
2 2n+1
— n—oo 2n n—oo 2n 7 4
= 2nzo (D™ G H =0 (D™ Gy
n=oco (19)
n=0 !
=elf, (0.43)

13
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Ce résultat est connu sous le nom de formule d'Euler.

0.10.2. Propriétés de e*®

1.

= (€)= i(e). (0.44)
En effet cela découle directement de la définition:
a ity - 4 i
p” (e = ” (cos(t) + isin(t)).
= —sin(t) + icos(t).
= i%sin(t) + icos(t).

= i(cos(t) + isin(t)).

= i(e').
e =1, (0.45)
En effet : e?® = cos(0) + isin(0) = 1
elteib — ei(a+b). (0.46)

En effet cela repose sur les formules d'addition du cosinus et du sinus.
et%e'? = (cos(a) + isin(a)). (cos(b) + isin(b)
= (cos(a) cos(b) — sin(a)sin(b) + i(cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b))

= cos(a + b) + isin(a + b) = ei@+D), (0.47)
On voit aussi plus généralement que, pour z = a + ib , e* peut étre réduit a :
e? = et = g% b = ¢% (cos(b) + isin(b)). (0.48)
ei0 4 o0
cos(0) = > (0.49)

En effetona:
etfye—if __ (cos(0)+isin(0))+(cos(—0)+isin(—0))

2 2
__cos(0)+isin(0)+cos(0)—isin(0) _ 2cos(0)
a 2 o2
= cos(0).
i6_,—i6
sin(9) =2 Zf (0.50)
Eneffetona:
et _g—if __ (cos(8)+isin(0))—(cos(=6)+isin(-6))
2i 2i :
__cos(0)+isin(0)—cos(0)+isin(0) __ 2isin(6)
a 2i T2
= sin(6).
e =10, (0.51)

Eneffetona:

e = cos(0) + 1sin(0).
= cos(0) — isin(0).
= cos(0) + isin(—0).
= cos(—0) + isin(—0).

14
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— pi(-8) — ,-if

Ecrire z; = —1etz, = 1 + i sous la forme polaire.

On devrait écrire z; et z, sous la forme z = re'?.

n=lzl=JED2+ (02 = 1.

0, = Arg(z,) = arctg (_11) +r=0+4+n=m.
Donc z; = —1 = 1.e"".

r, = |z = (D2 + ()2 = V2.

0, = Arg(z,) = arctg G) = E.

Doncz, =1+1i= \/E.ei%.

.TT
Ecrire z = 3e's sous la forme x + iy .

|

=3e's = 3.(cos 2+ isin®) = 3. (%+z§) =2+i28,

N

Soient z; = r;e'%1 et z, = r,e'% deux nombres complexes alors :
7z, =z, sietseulementsiry =1, et 0; = 6, + 2km avec k € Z.

z=12y+Re® 0<0<2m (0.52)
Est une représentation paramétrique du cercle dont I’équation est :

|z — zo] = R. (0.53)

Soient z; = rye'%1 et z, = r,e'% deux nombres complexes alors :

1. lez = rlrzei(91+62). (054)
2. zyl=2=le-ibioy 2z, %0 (0.55)
Zq T
3. A =D0pl0:1-02) gy 2, £ 0 (0.56)
Zy T2

-2 o :
Calculer TN utilisant les formes polaires.

15
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|

Pour calculer ﬁg nous pouvons écrire les nombres complexes sous forme polaire et diviser
les modules et soustraire les arguments:
-2 2e™ 2 i—Z n-2)i 2n; 1, V3,
- =T=(—)em 3l=e( 3)=esl=——+—l.
1+iV3 3l

N
N
N

Etant donné z; = 8i et z, = 1 + i/3, calculez 2—1 en utilisant les formes polaires.
2

Les formes polaires représentatives de ces nombres sont :

z1 =8 (cos (g) + isin (g)) etz, =2 (cos (g) + isin (g))
D'ou :
j—: = ge(g_g)i = 4e%i =4 (cos (g) + isin (%)) = 2/3 + 2i.

0.10.3. Formule de Moivre

Siz=re?etn €N, alors : z" = r"e™ pour tout nombre complexe z. (0.57)

Une preuve treés simple peut étre donnée, en exprimant z sous sa forme polaire et en utilisant la
formule d'Euler, nous avons:

Ce qui est prouvé par récurrence mathématique : En effet sin = 0 alors :

7% = 10499 ce qui est vraie puisque 1 = 1.
Nous la supposons vraie pour 7, ¢'est-a-dire z™ = r™e?.

Et montrons qu’elle est vraie pour n + 1.

Onaz =z" z.

=r"emf relf,
= yNyeint it
— rn+lei(n+1)6.
in6@

Donc z™ = r™e'™" est vraie pour toutn = 0 .

Pourne€eZ ona:

=) O @) e e sy

N

. . . .. AN .
Pour v = 1 la formule z™ = r™e™™® devient z"* = ™, donc on peut écrire (ele) =enf,

Cela donne la formule utile de Moivre suivante :
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(605(9) + isin(H))n = cos(nB) + isin(nbh). (0.59)

Exercice 0.22

. NG . . .
Mettez le nombre complexe suivant (\/§ + L) sous la forme cartésienne x + iy .

Solution

7
Pour mettre (\/§ + i) sous forme cartésienne, il suffit d’écrire :
i 7
7 in
(B+i) = (2e7).

= (26ei67n) <2ei?n>.
= (2%'") <2ei?n>.
= 64(cos(n) + isin(n))(\/§ + i).
= —64(V3 +i).
Exercice 0.23

Montrer que :
cos(260) = (005(9))2 — (sin(@))zet sin(20) = 2cos(08)sin(6).

Solution

La formule de Moivre est utilisée pour déduire par exemple ces identités trigonométriques.
En effet

(605(9) + isin(@))2 = cos(20) + isin(20).

Et (605(9) + isin(@))2 = (cos(@))2 + 2icos(0)sin(0) + iz(sin(e))z.

(cos(e) + isin(H))2 = (cos(é?))2 — (Sin(é?))2 + 2icos(0)sin(6).

Alors : cos(20) + isin(20) = (605(9))2 — (sin(@))z + 2icos(0)sin(6).
Par identification on trouve :

cos(260) = (005(9))2 — (sin(@))zet sin(260) = 2cos(8)sin(6).
0.10.4. Opérations sur la forme polaire des nombres complexes

Proposition 0.7

Soient z; et z, deux nombres complexes non nuls alors :
(1) Arg(z,z,) = Arg(z,) + Arg(z,) + 2km ou k € Z.

() Arg (j—:) = Arg(z,) — Arg(z,) + 2km ou k € Z.

Preuve (Exercice)

Exercice 0.24

Soient z; = 2i et z, = 3 + 3i deux nombres complexes non nuls, montrer que :

17
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arg(nz;) = arg(z) + arg(z) et arg (2) = arg(z) - arg(z,).

Solution

Apres calcul on trouve les résultats suivants :

Z1Z, = —6 + 61.
Zq 1 1

=-+-=i.

Zy 3 3

Arg(z,) = get arg(z,) = §+ 2k m , ki € Z.

Arg(z,) = %et arg(z,) = % + 2k,m , k, €Z.

Arg(z,z,) = %ﬂ etarg(z,z,) = %ﬂ +2nm ,n € Z.

Etarg(z,) + arg(z,) = g + 2k + % + 2k, = %ﬂ + 2(ky + k).

Alors on observe que : arg(z,z,) = arg(z,) + arg(z,) pour n = k; + k.
Z1\ _F Ziy T

Arg(z) = 4etarg(zz) =3 + 2km . k € Z.

Etarg(z,) —arg(z,) = g + 2k,m — % — 2k, = % + 2(ky — ky)m.

Alors on observe que : arg (z—l) =arg(z,) — arg(z,) pour k =k, — k.
2

0.11. Racines n-iéme d’un nombre complexe

Soit z, un nombre complexe non nul.
On appelle racine n-iéme de z, tout nombre complexe z tel que z" = z,.

0.11.1. Recherche des racines n-iéme d'un nombre complexe

Puisque z, # 0, il a une forme polaire tel que z, = rye'%. De la méme maniére pour z # 0
nous pouvons écrire z = re'?.

: n_ . i0\" — i0 : : n,ind _ i0 :
A partir de z™ = z; nous aurons : (re ) =T19e 70 ce qul entraine re =r1pe"7% ce qui

donne par identification r™ = r,, et e = e,

Oo+2km | . .
Donc r = fryetd == ou k € Z . Notons que |z| = 3/, pour toute racine n-iéme z de
Zy.
Par conséquent, toute racine n-iéme de z, prend la forme suivante :

n i(90+2kﬂf)
z=rpe\ n Jouk€LZ.
En donnant a k les valeurs 0,1,2, ..., (n — 1), nous trouvons #n valeurs différentes de la racine
. . n i(90+2kﬂ)
n-ieéme de z,, ces racines sont notées par : ¢, = /1€ n ouk=012,..,n—1.
Ou par :
Oo+2km Op+2km
n 0 . . 0 \

Ck = /7o (cos( — ) + isin (T)) ouk=012,..n—1.
Remarque 0.6

Si on prend 8, = Arg(z,) ety = |z,|. Alors les racines n-iéme de z, = r,e4"9(%0) peuvent
prendre la forme suivante :

18
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(Arg(zg)+2kTm LArg(zg) 2km LArg(zg) 2T k
Ck = A |Z0|el( ) = Vlzgl.e™ n e n =7/|zpl.e" n (e‘n) = Co.Wy".

2T

Ouk=012..,n—letw, =¢en.
Géométriquement, les racines n-ieéme ¢y, €4, ...,Cp—1 sont les sommets d'un polygone régulier

inscrit dans le cercle de centre 0(0,0) et de rayon +/|z,|. De plus, ils sont espacés tous les z
Y 0 p p "

radians.

Exercice 0.25

Trouvez les racines quatriémes du nombre complexe z, = —2v3 — 2i.
Solution

En effet : comme
Zo = —2+/3 — 2i alors, |zo| = |—2\/§— 2i| = 4.

. -2 \/§ T 5
Et6, = Arg(—Z\/§ - 21) = arctg (W?) —m = arctg (?) —m=ooTm= o
1 i<—56—n+2k1r>
e = (=2v3 = 2i)* = Ve avec k = 0,1,2,3.
Co» C1, C3 €t c3 sont les racines quatriémes du nombre complexe —2v/3 — 2i.
Exercice 0.26
1
Calculer (—8 — 8\/§i)4
Solution
Pour z, = —8 — 8V3iona|zy| = \/(—8)2 + (—8\/§)2 = 16.
. —8«/5 T 2T
Et Arg(z,) = Arg(—8 — 8V3i) = arctyg (_—8) —n=arctg(v3) - = $-T=—T
Les racines quatriémes du nombre complexe z, = —8 — 8+/3i sont données par les relations :
2T
LArg(zg) T3 T 2T T
o = Co. Wk ot o= lzgl e ¢ =416 s =2.e e =3 —i,w, =e's =e2 =i

etk =0,1,2,3.

Donc les racines quatriémes de —8 — 8+/3i sont :

co = V3 —1i, ¢ = coi, c; = cyi? et c3 = cyi°.

Finalement on trouve :
co=V3—i,c;=1+iV3,c; = =3 +ietc;=—-1—iV3.
0.11.2. Les racines n-ieme de 1'unité

Un cas particulier de recherche de racines est lorsque nous prenons la n-iéme racine de l'unité,
c'est-a-dire : z"* = 1.

.2k 2\ Kk
Les racines n-iéme de I'unité sont données par ¢, = e" n = (e‘ n) ounk=012..,n—1.

27
Posons w,, = e"n.

Alors : ¢, = (wp)k.
Donc les racines n-iéme de ['unité seront :
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2T
— \ —
co=w,l=1,¢c; =w,,co = w2 e =W, louw, = e,

0.12. Lieux, ensembles et régions géométriques dans le plan complexe

1. Un e-voisinage d'un point z, est I'ensemble N.(z,) = {z € C/|z — z,| < €} constitué
de tous les points situés a l'intérieur du cercle |z — z,| < €.

2. Un e-voisinage privé du point z, est un e-voisinage d'un point z, privé de z, lui-méme.
Il s'agit de l'ensemble {z € C/0 < |z — zy| < &}.

A

Axe imaginaire

:
0 Axe réel

Figure 0.6 : Un e-voisinage d'un point z,

A
s
o b
: ' ,
5 (rt—
B \ zp
U
”
] “~_ -
4
0 Axe reel

Figure 0.7 : Un e-voisinage d'un point z, privé de z,
Exemple 0.3

Les ensembles de solutions des inégalités |z| < 1, |z —i| < 2, et |[z+ 1 + 2i| <3 sont des
voisinages des points 0, i et —1 — 2i, de rayons 1, 2 et 3, respectivement. Ils sont également
exprimés par N;(0), N, (i) et N5(—1 — 2i).

1. On dit qu'un point z, est un point intérieur d'un ensemble S de nombres complexes s'il
existe un e-voisinage N¢(z,) de z, tel que N (z,) € S.

2. Un point z, est un point extérieur d'un ensemble S de nombres complexes s'il existe un
e-voisinage N,(z,) de z, tel que N.(z5) NS = @.
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1. Un point z, est un point de frontiére d'un ensemble S de nombres complexes s'il n'est ni
0
un point intérieur ni un point extérieur.

2. L'ensemble de tous les points de frontiere d'un ensemble S est appel€ la fronticre de S.

Figure 0.8 : Points intérieur, extérieur et fronticre d'un ensemble S

Soit S un ensemble de nombres complexes.

1. Un ensemble est ouvert si tous ses points sont des points intérieurs.

2. Un ensemble est fermé s'il contient tous ses points limites.

3. La fermeture de S est I'ensemble fermé constitué de tous les points de S avec la limite
(fronticre) de S.

Dessiner I’ensemble S définit par S = {z € C: Im(z) < 1}.

L’ensemble S est ouvert.
Et I’ensemble S; = {z € C: Im(z) < 1} est fermé.

A

Axe imaginaire

[a] Axe réeel

Figure 0.9 : Dessin de I’ensemble S = {z € C : Im(z) < 1}
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Exercice 0.28

Dessiner l'ensemble S ={z € C: |z—i| =1} des points du plan complexe satisfaisant
l'inégalité donnée. Déterminez si l'ensemble est ouvert ou fermé.

Solution

L’équation |z — i| = 1 décrit un cercle de centre z, = i et de rayon r = 1.

L’ensemble S = {z € C: |z —i| = 1} est fermé et est constitué des points du plan complexe
se trouvant sur la circonférence du cercle d’équation |z — i| = 1 et des points se trouvant a
I’extérieur de ce dernier cercle.

A

Axe imaginaire

Axe réel

Figure 0.10 : Dessin de I'ensemble S = {z € C: |z — i| = 1}

1. Un ensemble ouvert S est connexe si chaque paire de points z; et z, qu'il contient
peuvent étre connectés par une ligne polygonale, constituée d'un nombre fini de
segments de droites joignant les deux extrémités, et qui se situent entierement dans S.

2. Un domaine dans le plan complexe est un ensemble connexe ouvert.

3. Un domaine avec tout ou une partie de ses points de frontiéres constitue une région.

Figure 0.11 : Ensemble S connexe
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5=5.U8,

Figure 0.12 : Ensemble S non connexe

L’anneau S; = {z € C : 1 < |z| < 2} est ouvert, et il est aussi connexe car deux points
quelconques de S; peuvent étre joints par une ligne polygonale, constituée de deux segments
de droites joignant les deux extrémités qui se trouve entierement dans S;, comme le montre la
figure ci-dessous.

Axe imaginaire

=
Axe réel

Figure 0.13 : Dessin de I’anneau S; = {z € C : 1 < |z| < 2}

1. Unensemble S est dit borné s'il existe un nombre réel M > 0 tel que |z| < M, pour tous
les points z de I'ensemble S.

2. Un point z, est appelé point d'accumulation d'un ensemble S si chaque voisinage pointé
de z, contient au moins un point de S.

Soit S = {Z eEC: z= %,n =123, .. } un ensemble de nombres complexes.

Trouver les points d'accumulation de S.

Il n'y a qu'un seul point d'accumulation de S, a savoir, le point z = 0.
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0.13. Exemples d'ensembles de points dans le plan complexe

0.13.1. Courbe

Nous définissons une courbe comme étant une fonction continue a valeurs complexes z(t)
définie sur l'intervalle [a, b]. Autrement dit, une courbe C est la plage d'une fonction donnée
par z(t) = (x(t),y(t)) = x(t) + iy(t) pour a <t < b, ou x(t) et y(t) sont des fonctions
continues a valeur réelle.

z(t) est une paramétrisation pour la courbe C. Notons qu'avec cette paramétrisation, nous
spécifions une direction de la courbe C, et nous disons que C est une courbe qui commence du
point initial z; = z(a) au point final z, = z(b).

&

® Za

Axe imaginaire

0 Axe réel

Figure 0.14 : Schéma d’une courbe

Si x(t) et y(t) sont tous deux différentiables, on dit que la courbe est lisse. Une courbe pour la
quelle x(t) et y(t) sont différentiables sauf pour un nombre fini de points est appelée lisse par
morceaux.

Si nous avions une autre fonction dont l'intervalle était le méme ensemble de points que z(t)
mais dont les points initial et final étaient inversés, nous indiquerions la courbe de cette fonction
par —C.

0.13.2. Segment de droite

Pour des nombres complexes donnés z; = x; + iy et z, = x, + iy,, le segment de droite avec
les extrémités z, et z, est I’ensemble suivant:

[z1,2,] ={z€C: z(t) =(1—t)z; +tz,,0 <t < 1}. (0.60)
' 3

=
.

Axe imaginaire

-

0] Axne réel

Figure 0.15 : Segment de droite joignant z, et z,
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0.13.3. Disque ouvert

Sizy € Cetr > 0, nous définissons le disque ouvert D,.(z,) de rayon r centré en z, comme
l'ensemble de tous les nombres complexes qui sont au module strictement inférieure a r de z,.
En d'autres termes on écrit :

D,(zy) ={z€C: |z— zy| <71} (0.61)

0.13.4. Disque fermé

Pour z, € Cetr > 0, le disque fermé D,-(z,) de rayon r centré en z, est I'ensemble de tous les
nombres complexes définit par :

D.(zy) ={z€C: |z— zy| <71} (0.62)
0.13.5. L'anneau

L'anneau A(z,, 14, 7,) de centre en z, et de rayons 0 < r; < 1, est I'ensemble de tous les points
z qui satisfait I’inégalité suivante :
rn <l|lz— zy| <.

Axe imaginaire

o Axe réel

Figure 0.16 : Schéma de l'anneau A(zy, rq, 1)
0.13.6. La bande

La bande de largeur 27 dans le sens de I'axe x ou l'axe y est I'ensemble des points qui satisfont
I'inégalité suivante :

—r<Im(z)<rou-r<Re(z)<r. (0.63)
v
L £
i £
E 5 —r< Re(z)<r
< —r<Im(z)<r
r

o0 Axeréel —T 0 T Axe réel

Figure 0.17 : Exemples de bandes
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0.13.7. Secteur

Le secteur avec l'angle entre a et B est 1'ensemble de tous les points z qui satisfont l'inégalité
suivante:

a<Arg(z) <p. (0.64)

Axe imaginaire

Figure 0.18 : Le secteur
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Chapitre

1

Fonctions holomorphes d’une variable
complexe

1.1. Introduction

Les fonctions de la variable complexe jouent un rdle important dans la physique
mathématique. C'est une partie extrémement utile des mathématiques et constitue la base de
nombreuses techniques employées dans de nombreuses branches des mathématiques et de la
physique. Elles permettent de résoudre beaucoup de problémes d’électromagnétisme, de
mécanique des fluides, de physique des particules de maniere extrémement rapide et
puissante.

Ce chapitre est une initiation aux fonctions a variable complexe, il découvre la notion d’une
fonction multiforme et uniforme et la notion d’holomorphie (dérivabilité¢) de ces fonctions.
Nous développerons les propriétés élémentaires de base de ces fonctions. Nous montrons que
les polynémes sont holomorphes dans tout le plan complexe et que I'holomorphie peut étre
caractérisée par deux équations aux dérivées partielles appelées équations de Cauchy-
Riemann.

1.2. Fonction d’une variable complexe a valeurs complexes

Soient S et R deux ensembles non vides dans C. Si a chaque valeur z de S, il correspond une
ou plusieurs valeurs w € R, on dit que w est une fonction de z et on écrit w = f(z).

L'ensemble S est appelé le domaine de définition de f et R est I’image de la région S par la
fonction f (Figure 1.1).

A

w = f(z)

Axe imaginaire
Axe imaginaire

w

[
g
=]

0 ) ~— o — )

Axe réel Axe réel

Figure 1.1 : Schéma de la transformation complexe
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|

Soit la fonction f définie par f(z) = T

La fonction a valeur complexe f est définie sur ’ensemble D = C — {0, i, —i}.

1.3. La fonction uniforme

La fonction f est dite uniforme dans S c C si pour tout z € C , f(z) possede une valeur
unique bien définie.

La fonction polyndme w = f(2) = a,z"™ + - + ayz*? + a;z + a,.
Ou ay, ..., a,, a4, a, et z appartiennent a C.
La fonction exponentielle w = f(z) = e? = e**%¥ = e*(cosy + isiny).

1.4. La fonction multiforme

La fonction f est dite multiforme dans S < C si pour tout z € C , f(z) possede plusieurs
valeurs.

1
La fonction w = f(z) = /z = ze est multiforme puisque a chaque valeur de z correspondent
six valeurs de w.

Une fonction multiforme peut étre considérée comme un ensemble de fonctions uniformes,
chaque élément de cet ensemble étant appelé une branche de la fonction.

1.5. Transformation (Développement en partie réelle et partie imaginaire)

Tout comme z peut étre exprimé par ses parties réelle et imaginaire, z = x + iy, nous
écrivons: f(z2) = w = u(x,y) + iv(x, y). (1.2)
u(x,y) et v(x, y) sont respectivement les parties réelle et imaginaire de w.

Comme u et v dépendent de x et y, ils peuvent étre considérés comme des fonctions a valeur
réelle des variables réelles x et y; c'est-a-dire u = u(x,y) etv = v(x, y).

D’une maniére similaire, si z = re'?, alors f(z) peut étre écrite de la facon suivante :

f(z) =u(r,6)+iv(r,0). 1.2)

Ecrire f(z) = z2 — 2z + 3 sous la forme f(z) =w = u(x,y) + iv(x,y) et sous la forme
f(z) =u(r, @) +iv(r,0).

Posons z = x + iy
Alors f(z) = z> — 2z + 3 = (x + iy)? — 2(x + iy) + 3.
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f(z) = x? —y% + 2ixy — 2x — 2iy + 3.
=(x?—y?—=2x+3)+i(2xy — 2y).
f(z) est sous la forme f(z) = u(x,y) + iv(x,y) ou:
u(x,y) =x? —y2—2x+3etv(x,y) = 2xy — 2y.
Maintenant on pose z = re®®
Alors f(z) =z2—2z+3 = (re"e)2 —2(re'?) + 3.
= r2e?% — 2reif + 3,
= r%(cos(20) + isin(20)) — 2r(cos(6) + isin(6)) + 3.
= (r%cos(20) — 2rcos(6) + 3) + i(r%sin(20) — 2rsin(6)).
f(z) est sous la forme f(z) = u(r,6) + iv(r,6) ou :
u(r,0) =r?cos(20) — 2rcos(0) + 3 et v(r, 8) = r?sin(26) — 2rsin(6). (1.3)

1.6. Limites

Soit f une fonction uniforme définie dans un voisinage pointé du point z,. On dit que la
limite de f(z) lorsque z tend vers z, = x, + iy, est un nombre complexe [. Et on écrit
lim f(z) = [ si et seulement si pour chaque € > 0 il existe un § > 0 tel que |f(z) —1| <¢
Z—>Zy

chaque fois que 0 < |z — z,| < 6.

Nous pouvons écrire la définition en termes de quantifications logiques comme suit:
limf(z2)=levVe>0,36>0,0<|z—2)|<d=|f(2) -l <e (1.4)

Z—2Z

Exercice 1.2

En utilisant la définition montrer que limw =25
z—i 3(z-1i) 3

Solution

2(z%+1)

3D n'est pas définie, cependant f(z) a la limite

Notons qu'en z, = i, la fonction f(z) =

l= gi . En effet, on considere € > 0 pour lequel on a:

If(2) =1l =

2z-21i
3

2(z2+1)  4i
3(z-i) 3

2z+2i—4i|
. =

2 B 4
|=fe+n-3i|=

2 .
=Z|z—i| <e.
3

Par conséquent :

lz—i]| <68 ="2¢
2

. 2(z%+1 4,
Donc lim 20 _4;
zZ—2Zg 3(z-i) 3

Remarques 1.2

1. La définition de la limite nécessite que f soit définie dans un voisinage pointé du point
zy. Un tel voisinage pointé existe toujours lorsque z, est un point intérieur d'un
domaine de f.

2. On peut étendre la définition de limite au cas ou z, est un point frontiere du domaine
de f. Dans ce cas, nous avons besoin de I’inégalité |f(z) — [| < €, seulement pour z
se trouvant a la fois dans le domaine de f etde 0 < |z — z,| < 4.
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3. Silim f(z) = Lexiste alors elle est unique.
Z—Zg

4. Ainsi, le symbole z — z, signifie que z tend vers z, suivant plusieurs directions.
Ainsi, si la limite prend des valeurs différentes pour deux directions différentes, alors
la limite n'existe pas.

Exercice 1.3
Montrer que lim — n’existe pas.
z—0 2z

Solution
Posons f(z) = % et cherchons lin& f (z) pour deux directions différentes.
VAl

Soitz = x + iy.

.z . X 1
1. Lorsque z = x alors lim — = lim— = -,
z—0 22 x—0 2X 2

-y _ 1

2. Lorsque z = iy alors lim = = lim— .
z—-0 2Z y—)o Zly 2

On remarque que pour ces deux directions choisies, la fonction f ne tend pas vers la méme
limite, ce qui prouve que f n’admet pas de limite lorsque z tend vers 0.

Proposition 1.1

Si f(z2)=ulx,y)+iv(x,y) , zg=x0+1iy, et l=a+if. Alors limf(z) =1 si et
z-2Zg

seulement si lim u(lx,y)=aet Ilim v(xy)=2.
(x,¥)-(x0,0) (x,y)-(x0,¥0)

Preuve

On supposant que lim f(z) = [ est vraie, alors pour chaque € > 0 il existe un § > 0 tel que
Z—Z

|f(z) — ]| < & chaque fois que 0 < |z — z,| < &, ce qui nous laisse écrire :

|(u(x, y) + iv(x, y)) —(a + iﬁ)| < & chaque fois que 0 < \/(x —X)2+ (y—y9)? <8
Ou encore :

|(u(x,y) —a) —i(v(x,y) — B)| < & chaque fois que 0 < (x — x5)? + (y — y5)? < 62
Oronsaitque: |Im(f(z) —D| < |f(z) =l et |Re(f(2) = D| < |f(2) —1].

A partir de ceci on trouve :

lu(x,y) —a| < et |v(x,y) — B| <  chaque fois que 0 < (x — x5)%2 + (y — y5)? < 62

Et on se basant sur la définition de la limite on trouve :

lim u(x,y) = aet lim v(x,y) = 8.

(ny)_)(xOryO) ( y) (x,y)_)(x(),yo) ( y) B

De I’autre c6té supposons que lim u(lx,y)=aet Ilim v(xy) =p8.
(x:y)_)(xO:yO) (x,y)—»(xo,yo)

Cela veut dire que pour chaque € > 0 il existe un §; > 0etun §, > 0 tel que [f(2) — 1| < e
chaque fois que 0 < |z — z,| < &, ce qui nous laisse écrire :

lu(x,y) — al < %chaque foisque 0 < (x —x)2 + (y — y0)? < 6,°.

Et |v(x,y) —B| < g chaque fois que 0 < (x — x)2 + (y — y0)% < 8,°.

Donc § = max(d4,6,).
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Selon la définition de 1’inégalité triangulaire on trouve :

|(u(x,y) — @) = i(w(x,y) = B)I < lu(x,y) —al + [v(x,y) =Bl < +-=¢

Ce qui donne :

|(u(x,y) —a) —i(v(x,y) — B)| < € chaque fois que max(5;,8,) =6,0< |z—z,| < &

Donc cela veut dire que lim f(z) = L.
Z—Z

Exercice 1.4

Trouver lim f(z) sachantque f(z) = z2 —z+ietz, =0.
zZ—2Zg

Solution

Pourz=x+iyonaf(z)=(x+iy)>—(x+iy)+i=x*—y?—x)+i(2xy —y + 1).
Olu(x,y) =x2—y?—xetv(x,y) =2xy—y+ 1.

limf(z)— llm u(x,y)+ ilim vix,y)=a+ip

z-0 (x,¥)~(0,0)

a =

B =

-(0,0)

lim ulx,y)= Ilim x*—-y*2—-x)=0
(x,y)—(0,0) x,y) (x,y)—>(0,0)( y )

lim v(x, 2x +1)=1
(x,y)—(0,0) () = (x y) ( ( y-y )=

Donc lirgf(z) =04+1i =1i.
z-

1.6.1. Quelques propriétés

Silim f(z) =let lim g(z) =malors:
Z—oZ Z—Z

N

o o ~ w

lim[f(z2) + g(2)] =1+m. (1.5)

Z—2Z

lim [f(z).g(z)] =lLm. (1.6)
[f(z)] L a condition que m = 0. (1.7)

Z—Z 9(2)

lim ¢ = c ou c est un nombre complexe. (1.8)

Z—>Zy

lim z = z, oU z, est un nombre complexe. (1.9

Z-2Z

limz" =z,"oun=0,1,2,3,... (1.10)

Z—-Zg

Remarque 1.3

Soit P(z) et Q(z) deux polynémes complexes. Il est facile de voir a partir de la définition de
la limite que :

1.

2.

Zlir;tP(z) = P(zp). (1.11)

P(z)] _ P(z)

zllﬂf) [Q(Z) 2o ——= 3 condition que Q(z,) # 0. (1.12)
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, 2-1+i
Trouver lim (Z l).

Z-1 2z+1

lim

z—0

. 2 . . 2 . .
(z2—1+i) _oum(z-14)  Um(Z)AUm(-14D 2_qyp —pni i(1420)

2z+1 lim(2z+1) UimQz)+lim()  2i+1 1420 1+2i
VAR VA VA=A

Si lim f(z) = lalors lim|f(z)| = |l| mais la réciproque est fausse.
Z-Zg Z—-Zg

a) Onditque lim f(z) = oo si pour chaque € > 0 il existe § > 0 tel que :
Z—-Zg

Vz: 0 < |z—2zy| < 6= |f(2)] >§.

b) Ondit que lim f(z) = [ si pour chaque € > 0 il existe § > 0 tel que :
Z—00

vzilzl > 5= f(@) -l <e.

c) Onditque lim f(z) = oo si pour chaque € > 0 il existe § > 0 tel que :
Z—> 00

Vz:|z| >%=> lf(2)] >21

|

1. lim f(z) = oo si et seulement si lim — = 0.

Z—2Zg z—>zo (Z )

2. lim f(z) = Lsi et seulement si limf(—) =1l

3. llm f(z) = oo si et seulement si lim —= ( =0.

f;)

N
l

2
Montrer que lim f(z) = oo sachant que f(z) = % etzy =1i.
Z—2Z -

N
N
+ |
N

f2)=—
Il faut montrer que lim— = 0.
z-i f( )
. —i . z—1 0
lzlfll% lzlfll 242 lzlnllzz+2 - lzl_r,rilz2+2 —1 0.
zZ—1
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. z%+2
Donc limZ—"= = .

z-i Z-1

Montrer que lim — = 1.

zZ+i
z—00 Z+1

z+i

Soit f(Z) = pey
1
Posons w = - donc lorsque z tend vers oo, w va tendre vers 0.
1
vl 1+iw
lim f(z) =lim¥— = lim = 1.
Z—00 f( ) %+1 wooo 1+w

W—00

. 2iz3-2
Montrer que lim =>—= = oo
z—00 Z“+3—10

Caigia . Saed)  ofainad)
zl—>oo 22431 o0 Zz(1+37—zi) = Zlg{.})@ = oo,

1.7. Continuité

Soit f une fonction complexe uniforme de la variable complexe z qui est défini pour toutes
les valeurs de z dans un voisinage de z,. On dit que f est continue en z, si trois conditions
sont satisfaites:
1. lim f(z) existe.
Z-Z

2. f(z,) existe.
3. Zlgg) f(2) = f(zo).

Nous pouvons écrire cette définition en termes de quantificateurs logiques comme suit:
limf(z) =f(zp) ®Ve>0,36>0,|z—2)| <6 =|f(2) — f(z))| < &.
Z—Zg

Une fonction d'une variable complexe z est dite continue dans une région D < C si elle est
continue en chaque point de D.

Soient f et g deux fonctions complexes de la variable z. Si f et g sont continues au point z; ,
alors les fonctions suivantes sont continues en z,.

1. f(2) £ g(2).

2. f(2).9).

3. f(z)

ey avec g(zqy) # 0.
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4. g(f(z)) acondition que g(z) soit continue dans un voisinage du point f(z,).

Preuve (Exercice)

Les propriétés de continuité d’une fonction complexe sont similaires a celles d’une fonction
d’une variable réelle.

Proposition 1.5

Si une fonction f est continue en un point z, et f(z,) # 0, alors f(z) # 0, pour tout z dans
un voisinage de z,.

Preuve (Exercice)

Remarque 1.5

Soit f(z) = u(x,y) + iv(x, y) une fonction définie dans un voisinage de z,. Alors f(z) est
continue en z, = x, + iy, Si et seulement si u(x, y) et v(x, y) sont continues en (x,, ¥o)-

Exemple 1.4

La fonction f(z) = x? + iy est continue car les fonctions réelles u(x,y) et v(x,y) sont
continues sur C pour chaque point z, = (x,, y,) dans C.

Par contre la fonction g(z) = ﬁ + ixyTl est continue sur I’ensemble C — {(1,—1)}.
Exemple 1.5

La fonction f tel que f(z) = e*cos(y) + ie*sin(y) est continue partout dans le plan
complexe puisque u(x,y) = e*cos(y) et v(x,y) = e*sin(y) sont continues pour tout point
(x,y) € R?.

Exemple 1.6
z%+4 % i
La fonction f définie par: f(z) = { 222 . Nest pas continue en z = 2i parce que
3+4i z=2i
2
lim 222 = lim (2 +20) = 40 # f(20) =3 +4i
Z—zl

z—2i Z—21
Proposition 1.6

Si une fonction f est continue dans une région fermée et bornée R, alors il existe un nombre
réel M > 0 tel que |f(z)| < M pour tous les points z de R et |f(z)| = M pour au moins un z
dans R.

Preuve (Exercice)
1.8. Fonction holomorphe (analytique)

1.8.1. Dérivation

Soit f une fonction complexe et soit z, un point intérieur du domaine de f. La dérivée de f
en z,, notée f'(z,), est définie par I'équation:
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Z—2Zy

fl(ZO) — llm f(2)—-f(zo) .
Z—Zg
A condition que cette limite existe et est finie.

Remarques 1.6

1. Ondit que la fonction f est dérivable en z, lorsque sa dérivée en z, existe.

2. Si nous posons Az = z — z, , la définition précédente de la dérivée de f en z, peut
f(20+42)~f(20)

Az '
3. On peut écrire la définition précédente de la dérivation de f en z, en termes de

quantificateurs logiques de la maniere suivante :

i L8 — (20)
m-—-——-—-—-

Z—Zg 7z — ZO
f(Z)—f(Zo) fI(ZO) < <.

Z—2Zy

étre exprimée en : f'(z,) = lim
Az—0

=f'(zy) ®Ve>0,36>0,|z— 2| <5 =

Exercice 1.9
Trouver f'(z) sachant que f(z) = z% + 1.
Solution

Cherchons la dérivée de f en z,.
f@)—fz) . @+ —(z°+1) = 2> -2z’
——=1Iim = lim——

! .
Zy) = lim
f ( 0) Z—Z Z — ZO Z—Zy Z — ZO Z—Z Z — ZO
. (z+zy)(z—2zp) .
= lim ————% = lim(z + z,) = 2z,.
Z-Z Z=Zo Z-Z

Donc la fonction est dérivable sur C et f'(z) = 2z.

Exercice 1.10

Prouver que la fonction g(z) = z + 3 n’est pas dérivable sur C.
Solution

Sachantque z = x + iy et zy = x, + iy, il vient:

Az=2z—2zy=(x—xp)+i(y —yy) = Ax —iAy .

Et lim $%t4270C0) _ 1y ((o322)+3)-Go+) = lim 2z
Az—0 Az T 4z-0 Az Az—04z

. . , . Az .
Si Az tend vers 0 suivant 1’axe des réels (Ox), alors : Az = Ax et lim = = lim = = 1.
Az—0 4z Ax—0 4x

Si Az tend vers 0 suivant I’axe des imaginaires (Oy), alors :
Az = iAy et lim 2 = [im =2 = 1.
Az—04z  Ay—0 4y
La lim 9(20+42)—g(2o)
Az—0 Az
d’approchement de z de z,. Donc la fonction g n’est pas dérivable sur C.

n’existe pas puisque elle varie suivant le changement des directions

Proposition 1.7

Si une fonction f est dérivable en un point z,, alors f est continue en z,.
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Preuve

Ceci vient du fait que :

im (£ (2) — £ (20)) = lim P22 1im(z — 20) = f'(z0) . lim(z — 20) =0.

Donc lim (f (2) = f(20)) = 0 & lim f(2) — lim f(z,) = 0.
& lim f(2) = limf(z,).

o lim f(2) = f(z))

1.8.2. Les régles de dérivation

Supposons que f et g soient dérivables. Nous pouvons établir les regles suivantes, qui sont
pratiqguement identiques a ceux des fonctions a valeur réelle.

a) % (¢) = 0 ou c est une constante.

b) % (z™) = nz™"1 ol n est un entier positif.
0 5 cf@) =cf@.

d) —(f(2) £ 9(2) =f'(2) £ g'(2).

&) —(f(2).9(2) = f'(2).9@) + f(2).'(2).
f L (@) _ [1(2).9(2)~f(2).9'2)

= \ew) = 9@’ a condition que g(z) # 0.

o) = (9(f(2)) = g'(f@)f ().
h) = ((f(2)™ = n(f(2)"'f'(2)

Exercice 1.11

z442iz

z34z+1

Trouver f'(z) sachant que f(z) =

Solution

_ (z4+2iz)’(23+z+1)—(z4+2iz)(z3+z+1)’
- (z3+z+1)2 ’
_ (4z3+2i)(z%+2z+1)—(2*+2iz)(32%+1)
- (z3+z+1)2 )

f'(@)

_ z%+43z%+4z3+i(423+2)
T 2642744273 4722427+1"

1.8.3. Equations de Cauchy-Riemann

Proposition 1.8 (Conditions nécessaires a la différenciation)

Soit f(z) = u(x,y) +iv(x,y) une fonction complexe dérivable au point z, = xy + i y,.
Alors les dérivées partielles u, , u, , v, , v, existent au point (xq,y,) et satisfont les
equations de Cauchy-Riemann: u, = v, etu, = —v,.

Enoutre : f'(2) = u,(xq, Vo) + ivye (X0, Yo)-

36



Chapitre 1 : Fonctions holomorphes d’une variable complexe

= vy(xo; )70) + ivx(xo; YO)
= U, (XO, yO) - iuy(xO’ yO)
= vy(x0; J’o) - iuy(xOJ J’o)

Preuve

Nous écrivons les parties réelle et imaginaire de f tel que f(z) = u(x,y) + iv(x,y) et nous

calculons f'(zy) = lim W
Z—>

: pour deux directions différentes :

Pour cela nous supposons que f'(z,) = Alimow existe.
Z—>
1- Pour Az = Ax .
' . f(zo+Ax)—f(20)
f'(zp) = lim————=
0Ax—>0 Ax
— lim _u(xo"'AxJ’o)'l‘iv(xo+AxJ’o)—(M(XOJYO)HU(?COJYO))]
Ax—-0 L Ax '
— lim [(u(xo+A%x,Y0)—u(x0,¥0)) +i(w(xo+Ax,Y0)—v(x0,Y0)
Ax—-0 L Ax !
— lim _(u(x0+Ax:y0)_u(x0:y0))] +i lim [(V(xo‘*Ax»YO)—U(xo»YO)].
Ax—0 L Ax Ax—0 Ax

Donc f'(zo) = ux(xo, ¥0) + ivx(x0,¥0). f'(20)
2- Pour Az = iAy .
f’(ZO) — llm f(Zo+i'AY)—f(Zo).

Ay—0 iAy

— lim 'u(xO,yo+Ay)+iv(Xo,yo+Ay)—(u(Xo,yo)+iv(xO,yo))]_
ay-o L iy
— lim '(u(xo.yo+Ay)—u(xo,yo))+i(V(xo,yo+Ay)—v(xo,yo)].
Ay—o0 L iay
— lim '(v(xO,yoMy)—v(xO,yo))] _
Ay—o0 L Ay
Donc f'(zo) = vy (xq,¥0) — ity (X0, ¥o).
- ' . f(z0+42)—f(20)
Puisque f'(zy) = A@%T
précédents on obtient : f'(zp) = u,(xg, ¥o) + vy (xg, ¥o) = vy, (X0, ¥o) — ity (X0, Yo)-
Donc nous obtiendrons les conditions de Cauchy — Riemann suivante :

ux(xO' yO) = vy(XOJ yO) et uy(xO'yO) = —Vx(xo' yO)

[(u(xo'J’O +AY)—H(XOJ/0)]
Ay )

i lim
Ay—0

existe, alors elle est unique. D’aprés les résultats

Remarques 1.7

+ On note parfois les dérivées partielles u, , u, , v, , vy par:

=& u = v =a—vetv =a—v.
ax' Y ey’ XY ax Y oy

+ Cette proposition ne s’applique pas pour montrer que f'(z,) existe. Mais elle peut
s’appliquer pour démontrer le sens contraire.

+ Les équations de Cauchy-Riemann étant des conditions nécessaires a I'existence de la
dérivée d'une fonction f en un point z,, elles peuvent souvent étre utilisées pour

localiser des points sur lesquels f n'a pas de dérivée.

Uy (1.13)
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Exercice 1.12
Montrer que la fonction f n'est pas dérivable en z # 0, sachant que f(z) = |z|?.
Solution

f(2) = |z|? = x? + y? ne satisfait pas les équations de Cauchy Riemann en (x,y) # (0,0)
carona :u(x,y) =x*+y%etv(x,y) =0.
__du ou v v

Uy a=2x,uy=£=2y,vx=£=0etvy=5=0.

On remarque bien que u, # v, etu, # —vy

Notons que les conditions de Cauchy Riemann sont satisfaites en x = 0 et y = 0, et comme
les dérivées partielles sont continues en (0,0), il s'ensuit que f est dérivable en (0,0) et
f£'(0,0) = u,(0,0) +iv,(0,0) = 0+ i0 = 0. Donc les equations Cauchy Riemann ne sont
pas satisfaites en (x,y) # (0, 0) et par la suite f'(z) n'existe pas pour tout z # 0.

Exercice 1.13
Montrer que f(z) = z n’est pas dérivable sur tout C.

Solution

Pourz=x+iyonaf(z) =x—iyetu(x,y) =xetv(x,y) =—-y.

ou ou v v
ux=a=1,uy=5=0,vx=a=06tvy=5=—1.

Donc les équations Cauchy Riemann ne sont pas satisfaites pour tout (x,y) € R? et par
conséquent f'(z) n'existe pas pour tout z € C.

Exercice 1.14
Montrer que f(z) = e est dérivable sur tout C.
Solution

Pourz=x+iyona:
f(z) = e*
— ex+iy
— exeiy
= ex(cos(y) + isin(y))
= e*cos(y) + ie*sin(y)
=u(x,y) +iv(x,y)
Par identification on trouve u(x,y) = e*cos(y) et v(x,y) = e*sin(y).
Etu, = e*cos(y) , u, = —e*sin(y) , v, = e*sin(y) et v, = e*cos(y).
Donc f(z) = e? est dérivable sur tout C car u, = v, et u,, = —v,. Les dérivées partielles sont
continues pour tout(x, y) et la dérivée de f est la suivante :
f'(2) = u,(x,y) +iv.(x,y) = e*cos(y) + ie*sin(y) = ex(cos(y) + isin(y)) = eZ,
Exercice 1.15

2

Soit la fonction f deéfinit par f(z) = {; siz#0
0siz=0
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Montrer que les équations de Cauchy Riemann sont satisfaites en (x,y) = (0,0), mais
£'(0,0) n'existe pas.

Solution
Calculons f'(z,) = lim L&*A27/E) b4, deux directions différentes sachant que z, =0
0 Az—0 Az P
(42)=£(0) =, 27\’
lim L2427 7@ _ iy 22— iy (—Z) .
Az—0 Az Az—0 4z  Az—0 \Az
a7\ ax\°
1-si Az = Ax alors lim (—) = lim (—) = 1.
Az—0 \Az Ax—0 \Ax
— 2 —_— 2 . 2
2-si Az = Ax + iAx alors  lim (5) = lim (AxﬂAx) = lim (Ax l.Ax)
Az—0 \4z Ax+iAx Ax—0 \Ax+iAx
Ax—0
. (1—0(1—0)2 = lim (=2 = —1
= lim (G35amp) = Hm D '

Puisque les limites sont différentes, alors f’(0) n’existe pas.
Maintenant essayons d’écrire les parties réelle et imaginaire de f tel que :

f(z) = ulx,y) +iv(x,y) etnous vérifiant ensuite les conditions de Cauchy — Riemann.

7 Cc-iy)?
Z Giz%0 +_y si (x,y) # (0,0)
f(2)=A{72 Sflzy={ *TY
0siz=0 0 si(x,y) = (0,0)
([ (x—iy)3

S f(z) =5
\ 0 si(x,y)=(0,0)

x3-3ix%2y-3xy?+iy3

si (x,y) # (0,0)

sfm={
0 si (x,y) = (0,0)
x3_3xyi:i(;’23_3x2y) Si (X, y) * (0:0)
e f(z2) =

0 si (x,y) =(0,0)

Donc les parties réelle et imaginaire de f sont :

x3-3xy?% y3-3x%2y .
7y St (x,y) + (0,0) T2 S (x,y) + (0,0)
u(x,y) = etv(x,y) =
0 si(x,y) =(0,0) 0 si(x,y) =(0,0)
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Calculons maintenant u, (0,0), u,,(0,0), v,(0,0) et v,(0,0).

(8x,0) e
. u(Ax,0)—u(0,0) . ax2Z Ax—0
u,(0,0) = lim ————— = lim ==—= =1.
x( ) Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
. u(0,Ay)—u(0,0 . 0-0
u,(0,0) = lim u0AY)7u0) _ iy 20,
Ay—0 Ay Ay—0 Ay
. v(Ax,0)-v(0,0) . 0-0
1,(0,0) = lim ———— = lim — = 0.
X( ’ ) Ax—0 Ax Ax—0 Ax
(0.4y) (Ay)3_0 A
. v(0, —-v(0 . 2 . -0
v,(0,0) = lim YOMIZVO) iy @22 = i 20— 1,
Ay—0 Ay Axy—0 Ay Ay—0 Ay

On remarque que les conditions de Cauchy — Riemann sont satisfaites u,(0,0) = v,,(0,0) et
u,,(0,0) = —1,(0,0) alors que f'(0) n’existe pas.

1.8.4. Conditions suffisantes pour la différentiabilité

La satisfaction des équations de Cauchy — Riemann en un point z, = x, + i y, ne suffit pas
pour assurer l'existence de la dérivée d'une fonction f en ce point. Nous avons besoin de
certaines conditions supplémentaires pour que cela suffise.

Théoreme 1.1 (Réciproque du théoréeme de Cauchy-Riemann)

Soit la fonction f tel que f(z) = u(x,y) + iv(x,y) définie a travers un g-voisinage N (z,)
d'un point zy = x, + i yo. Supposons que les dérivées partielles u, , u,, , v, , v, existent
partout dans N.(z,) et ils sont continues au point (x,,y,) et satisfont les équations de
Cauchy-Riemann u, = v), etu,, = —v, en z,. Alors f'(z,) existe.

Preuve (Exercice)

Exercice 1.16

Soit f(z) = sin(x)cosh(y) + icos(x)sinh(y). Montrer que f'(z) existe pour tout z € C et
donner la dérivée f'(z).

Solution

La fonction f est de la forme f(z) = u(x,y) + iv(x,y) ot u(x,y) = sin(x)cosh(y) et
v(x,y) = cos(x)sinh(y).

Calculons les derivees partielles u, (x,y), u, (x,y), v, (x,y) et v, (x,y).

u, (x,y) = cos(x)cosh(y).

u, (x,y) = sin(x)sinh(y).

v (x,y) = —sin(x)sinh(y).

v, (x,y) = cos(x)cosh(y).

Les fonctions u,(x,y), u,(x,y), ve(x,y) et v,(x,y) existent et sont continues pour tout
(x,¥) € R? et u,(x,y) = v, (x,¥), uy(x,y) = —v,(x,y) et cela pour tout (x,y) € R%.

Donc d’apres le théoreme 1.1 f'(z) existe pour tout z € C et la dérivée de f est donnée par la
relation ci-dessous : f'(z) = u,(x,y) + iv,(x,y) = cos(x)cosh(y) — isin(x)sinh(y).
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1.8.5. Equations de Cauchy - Riemann sous forme polaire
Proposition 1.9

Soit f une fonction holomorphe en z,. Alors les équations de Cauchy Riemann en
coordonnées polaires s’écrivent sous la forme :

1
Ur = —Vg et ug = —rv,.
Preuve

Pour z, € C, nous avons z, = re'? et par conséquent f(z) = u(r, 8) + iv(r,6).

Etz =x + iy = r(cos(0) + +isin()) , r(x,y) = /x2 + y2 et 0(x,y) = arctg G)
Nous savons aussi que x(r,8) = rcos(60) et y(r,08) = rsin(0).
Nous avons les quatre équations suivantes:

1 2X __rcos(8) _
A - o cos(6) .
or 1 2y __rsin(8) _ .
Pty A sin(6).
p4
6 _ a(arctg(;» 1 (—_y) _ -~y _ -rsin() _ _ sin(6)
ax ox - 1+(z)2 x2)  x2+4y2 r2 - r
X
p4
6 _ a(arctg(;» 1 (1) _x __rcos(8) _ cos(9)
ay oy o 1+(z)2 x)  x2+y2  rz2  r
X

Donc, en appliguant la regle de chaine, nous aurons:

ou(r,8) dudr , dudf ou du sin(8) sm(G)
o ~arar T 359. — 2. c05(0) —— = u,cos(0) —ug

ou(r,@) oduodr  0udd _ u ou cos(9) cos(@)
ay —aray T203y = in(0) +55 = u,cos(0) + ug——

ov(r,0) ov or 617 69 v av sm(B) sin(6)
o ~ 952 T 209x 0s(8) — = 1,c05(0) — vy

Et

ov(r,@) _ dvor 6v 69 v ov cos(@) cos(@)
3y —aray T aedy = in(0) + = v,.sin(0) + vg

Maintenant, a partir des équations de Cauchy - Riemann, nous avons:
Uy =1y, S Uy — 1), = 0.
in(6) . (6)
S (urcos(H) — Uy Smr ) — (vrsm(H) — Vg Cosr ) =0.
< cos(0) (ur — Vg ) + sm(@)( U — Uy %) =0.

Et puisque cos(6) et sin(6) sont linéairement indépendantes nous obtenons les résultats
suivants :

1 1
ur—v9;=0et—vr—u9;=0.

, 1
Par conséquent, nous avons: u, = ~vg et uy = —Tv;.
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Remarque 1.8

Soit f(z) = u(r,0) + iv(r,08) une fonction continue définie dans un certain voisinage du
point z, = ryef. Si toutes les dérivées partielles u, v, u,, ug, v, €t vy sont continues au
point (ry,6,), et si les équations de Cauchy-Riemann u, =%v9 et ug =—rv, , sont

satisfaites, alors f est différentiable en z,, et nous pouvons calculer la dérivée f'(z,) en
utilisant :
f'(zo) = e7%[u,(ry, 8y) + iv,-(15,6,)], ou (1.14)

f'(20) = - €% [vg (1o, B0) — iug (1o, 60)]. (1.15)

Exercice 1.17

Montrer que f(z) = éest différentiable pour tout point z € C — {0} et f'(z) = S

z2'
Solution

En posant z = re®® nous aurons :
f'(zo) = i =1 =l = %(cos(—@) + isin(—6)) = %(COS(Q) —isin()), on peut

rei® r
distinguer d’une maniére plus claire que u(r, 6) = %COS(Q) etv(r,0) = — %Sin(e).
1 , 1 1
U, = —r—zcos(H),ug = —;sm(@),vr = r—zsm(e) et vg = —;cos(@).

Nous remarquons que :

1 1 1
U, = ;UG = —r—zcos(ﬁ) et ug = —rv,. = —;Siﬂ,(@).

Les dérivées partielles du premier ordre des fonctions u et v par rapport a r et 6 existent
partout dans un e-voisinage du point z, = x, + i y,. Ces dérivées partielles sont continues en
(1o, 8,) et satisfont les équations de Cauchy — Riemann en forme polaire en (1, 8,).

Donc f'(z) existe pour tout point z € C — {0} et est égale a :

f'(2) = e u.(r,0) + iv,((r,0))] = e [—lecos(e) + irizsin(e)

= —rize‘i19 [cos(0) — isin(0)] = —rize‘w [cos(—0) + isin(—0)]

— _ie—ie[e—ie] — _ie—ize __ .ttt 1
2 r2 720120 (rei®)2 ~ 72

1.8.6. Régle de L’hopital

Cette regle est identique a celle utilisée, pour évaluer des formes indéterminées, pour les
fonctions a variables réelles.
Sig(z,) = 0et h(zy) = 0 etsi g(z) et h(z) sont différentiables en z, avec h'(z,) # 0.

g 9@) _ g/(2o)
Par suite zlgz, "D~ Wze) (1.16)
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En effetona:
, (2) . g(2)—g(zq) , 9(2)-g(20)\ (2—20¢
lim £ = |jm L2298 %0 ( )( )
z-2zo h(2)  z-zy h(2)—h(zo0)  z-zy \h(2)—h(20)/ \z-2
g9(2)-9g(z0) lim 9(z)-g(zp) o)
. z-2zg __z-ozg Z—Zp __9g'(zg
Zligf) RD-hGQ) — i FORGD . hi(zg) (1.17)

zZ—Zg Z-Z zZ—Zg

, 416 . 4z3 ]
Calculer lim*Z=— = llm% = —32i.

z—2i Z—21 z—2i

z%-16

z-2i z—2i

1. Une fonction f d'une variable complexe z est holomorphe (analytique ou réguliére)
en un point z, si f est dérivable dans un voisinage de z, € S .

2. Une fonction f d'une variable complexe z est holomorphe sur un ensemble ouvert
S € C si elle est dérivable en tout point de cet ensemble. On note par H(S)
I’ensemble des fonctions holomorphes sur S.

Montrer que f(z) = 1/z est holomorphe au pointz =1 .

f'(z) existe pour tout point z € C — {0} et est égale a: f'(z) = —1/z2. En particulier f'(z)
existe pour tout point z € N1(1) = {z EC|z—-1|< %} :
2

Donc la fonction f est holomorphe au point z = 1.

On peut choisir le voisinage du point z = 1, N.(1) , pour € = iou €= %,

y
E A
IE E:}
w
= 2
ef
—_— - —»
0 1 Axe réel

Figure 1.2 : Le voisinage N.(1) du pointz = 1
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Exercice 1.20

1
(z-2)

Montrer que f(z) = > est holomorphe sur I’ensemble S = {z € C: |z| < 1}.

Solution

La fonction f est définie par f(z) = ﬁ et I’ensemble S = {z € C: |z| < 1} est ouvert. La

fonction f est holomorphe sur S si et seulement si f'(z) existe pour tout point z € S. La
2

(z-2)3
f'(z) existe pour tout z € S et par la suite la fonction f est holomorphe sur S.

dérivée est donnée par f'(z) = — cette dérivée existe pour tout z € C — {2}. Donc

=
£ A
oo
L]
E
5
e 10 S LT
o %
;‘ %
: =
‘i 0 ¥ 1 2 Axeréel
" )
1" ,44’
Yarggw

Figure 1.3 : Représentation de I’ensemble S = {z € C:|z| < 1} et du point z = 2
Exercice 1.21

Soit la fonction f définie par f(z) = |z|?.
1. Montrer que f'(0) = 0.
2. Montrer que f n’est pas holomorphe au point z = 0.

Solution

1- En considérant que z = x + iy nous aurons f(z) = |z|? = x? + y? ol u(x,y) = x? + y?,
v(x,y) =0, u, = 2x, u, =2y, v, =0etp, =0.

Alors les dérivées partielles u, , u, , v, , vy existent pour tout point (x,y) € R* et elles sont
continues au point (0, 0).

De plus les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites au point (0, 0) :

u,(0,0) = 1,(0,0) etu,,(0,0) = —v,(0,0).

Par conséquent f'(0) = u,(0,0) + iv,(0,0) = 0.

2- Puisque f'(z) n'existe pour aucun point z € C — {0}, alors f'(z) n'existe dans aucun
€ -voisinage N.(0) = {z € C/|z| < €} du point z = 0. Car, d’aprés la définition 1.9, pour que
la fonction f soit holomorphe en ce point z=0 il faut qu’elle soit dérivable dans
un ¢ - voisinage de z = 0 et donc f n'est pas holomorphe au point z = 0.
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Si D est un sous-ensemble fermé de C , la fonction f: D — C est dite holomorphe sur D s’il
existe un ouvert S de C contenant D, sur le quel la fonction f est définie et elle est
holomorphe.

Une fonction f est dite entiere, si elle est holomorphe en tout point z € C.

f holomorphe en un point z, implique f derivable mais la réciprogue est fausse comme le
montre le contre-exemple de I’exercice 1.21.

La fonction f définie par f(z) =1/z est holomorphe sur 1’ensemble fermé
A= {z EC|z—-1]| < %} puisqu’elle  est  holomorphe sur D’ensemble ouvert
S={z€C:|z—1| <1} quiVvérifieAc S.

¥
= 1
5 1.-1
E 2
W - s
I e,
:
Axe reel

Figure 1.4 : Représentation d’ensembles de points |z — 1| < %et lz—1| <1

Montrer que la fonction f définie par f(z) = 2z% — 1 + e~Z est une fonction entiére.

Nous voulons montrer que f'(z) existe pour tout z € C, pour cela nous posons z = x + iy.
f(2) =2(x +iy)? — 1+ e &)

=2(x%+2ixy—y?) —1+e*e W

= (2x% + 4ixy — 2y%) — 1 + e (cos(—y) + isin(—y))

= 2x% + 4ixy — 2y% — 1 4+ e *cos(y) — ie *sin(y)

= (2x% = 2y? — 1+ e cos(¥)) + i(4xy — e *sin(y))

Nous distinguons u(x,y) = 2x%2 — 2y? — 1+ e *cos(y) et v(x,y) = 4xy — e *sin(y).
Cherchons alors les dérivées partielles u, , u, , vy , v).
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u, = 4x —e *cos(y),

u, = —4y — e *sin(y) ,

v, = 4y + e Fsin(y),

vy, = 4x — e ¥cos(y).

Remarquons que les dérivées partielles u, , u,, , v, , v, existent et elles sont continues pour
tout point (x,y) € R2. De plus les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites :

U (x,y) = 4x — e *cos(y) = v, (x,y) etu, (x,y) = —4y — e *sin(y) = —v,(x,y).

Alors f'(z) existe pour tout z € C et par conseéquent la fonction f est une fonction entiere.

Exercice 1.23
Montrer que f(z) = e”e?* n'est nulle part holomorphe.

Solution

Ecrivons f sous la forme f(z) = u(x,y) + iv(x,y) .
f(2) = eYe? = e¥(cos(2x) + isin(2x)) = e¥cos(2x) + ie¥sin(2x).
On a u(x,y) =eYcos(2x) et v(x,y) = e?sin(2x), les dérivées partielles sont les
suivantes : u,(x,y) = —2e”sin(2x), u,(x,y) = e”cos(2x), v (x,y) = 2e¥cos(2x) et
v, (x,y) = e”sin(2x).
Pour u, (x,y) = v,(x,y) = —2e”sin(2x) = e”sin(2x)
= 3sin(2x) =0
= sin(2x) =0
=>2x =nmoune€Z
=>x = nz—ﬂ oun€Z
Pour u,,(x,y) = —v,(x,y) = e’cos(2x) = —2e”cos(2x)
= 3eYcos(2x) =0
= cos(2x) =0
nm
= cos (2 7) =0
= cos(nm) =0
= (—1)" = 0, ce qui impossible.

Donc les équations de Cauchy-Riemann ne sont pas satisfaites, et par la suite f'(z) n’existe
pas pour tout point z € C. La fonction f n'est nulle part holomorphe.

Remarques 1.10

Soit D c C un domaine.

1. Siune fonction f est holomorphe sur D, alors f est continue sur D.

2. Si une fonction f =u+iv est holomorphe sur D, alors u et v satisfont les
équations de Cauchy-Riemann

3. Si les fonctions réelles u, , u,, , v, , vy, sont continues sur D et u,(x,y) = vy, (x,y)

etu,(x,y) = —v,(x,), alors f est holomorphe sur D.

46



Chapitre 1 : Fonctions holomorphes d’une variable complexe

4. Si les deux fonctions f et g sont holomorphes sur D, alors f + g et f.g sont
holomorphes sur D.

5. Si les deux fonctions f et g sont holomorphes sur D, alors f—] est holomorphe sur D a

conditions que g soit différente de 0 pour tout z de D.
6. Soit U et V deux ouverts non vides de C . Si f est holomorphe sur U et a valeurs
dans V et g est holomorphe sur V alors la fonction composée g o f, donnée par
(g ° £)(2) = g(f(2)) est holomorphe sur V et (g = £)'(2) = g'(f(2)).f'(z) pour
toutz € U.
P(z)

7. Sif(2) = ' alors les seuls points singuliers de f sont z tels que Q(z) # 0.

Proposition 1.10
Si f est holomorphe dans un domaine D et f'(z) = 0 pour chaque z € D alors f est constante.

Preuve

Supposons que f'(z) = 0 pour tout z € D, ce qui entraine u, + iv, = 0,
f'(z) =0=>u, +iv, =0.
= u, =0 = v, pourtout (x,y) €D.

Par ailleurs u, = v, = v, = 0 pour tout (x,y) € D.
Etu, = —v, = u, = 0 pourtout (x,y) € D.
u, = 0= u(x,y) = g(y) (Fonction en y).
Uy =0=>9'(y)=0

= g(y) =k,00k; €R.

Donc u(x,y) = k,;. De mémeona:
v, = 0 = v(x,y) = h(y) (Fonction en y).
v,=0=>h(y)=0
= h(y) = k,0U0 k, € R.
Donc v(x,y) = k.
Par conséquent f(z) = u(x,y) + iv(x,y) = k, + ik, ce qui veut dire que la fonction f est
constante dans C.

Exercice 1.24

Montrer que si f(z) = u(x,y) +iv(x,y) et f(z) = u(x,y) —iv(x,y) sont tous les deux
holomorphes dans un domaine D, alors la fonction f est constante.

Solution

Si f(z) = u(x,y) + iv(x,y) est holomorphe dans D, alors u, = v, etu, = —v,.

Si f(z) = u(x,y) — iv(x,y) est holomorphe dans D, alors u, = (—v), etu, = —(—v),.
Onau, = (—v)y, @ uy, = v, etuy, = —(—v)y > Uy, = v,.

Les équations u, = v, et u, = —v, donnent v, = 0 et par la suite u, = 0. Et les équations
u, = —v, et u, = v, donnent v, = 0. Donc f'(z) = u, + iv, = 0 ce qui prouve que f est
constante.
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1.9. Fonctions harmoniques

Soit ¢@(x,y) une fonction a valeur réelle des deux variables réelles x et y définies sur un

domaine D (Rappelons qu'un domaine est un ensemble ouvert connexe). L'équation aux

9%2¢(x,y) n 32 (x,y)

o P 0 est connue sous le nom « équation de Laplace ». Si

dérivées partielles

op d¢ 0% 0%¢ %@
' 9%’ 3y’ 3x2 3xay’ Fyax et sont tous continus et si ¢ satisfait I'équation de Laplace, alors

@ (x,y) est appelé une fonction harmonique.

Remarque 1.11

1. L’opérateur A— — + — est appelé le Laplacien. (1.18)
2. L’équation de Laplace A(p = a—x‘f + ZT‘;’ =0, pour tout (x,y) € R? peut étre écrite
sous la forme : Ap = uy, + u,, = 0. (1.19)

Proposition 1.11

Si f(z) = u(x,y) + iv(x,y) est une fonction holomorphe dans un domaine D c C , alors les
deux fonctions réelles u(x, y) et v(x, y) sont harmoniques dans D.

En dautres termes, les parties réelle et imaginaire d'une fonction holomorphe sont
harmoniques.

Preuve

En effet, comme f est holomorphe alors les fonctions u(x, y) et v(x,y) satisfont les
2

92 : 2
equations de Cauchy Riemann et les dérivées partielles secondes 2 pR ;2‘ et mixtes —— al;
2y

dyox

et

sont continues.

Donc on aura :

Pu_ 0 ()0 ()0 () _0( ou)_ o
ax2 _ ax\ax)  ax\ay)  ay\ax) oy \ ay ay?’
Ce qui donne : —+—= 0.

v . 9%v
De la méme maniére on montre que : —+—= 0.

Si deux fonctions harmoniques u(x, y) et v(x, y) vérifient les conditions de Cauchy-Riemann,
alors u(x, y) est appelée une fonction harmonique conjuguée de v(x, y) et v(x, y) est appelée
une fonction harmonique conjuguée de u(x, y).
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Remarque 1.12

Si u(x,y) et v(x,y) sont deux fonctions de classe €2, harmoniques et conjuguées alors la
fonction complexe définie par f(z) = u(x,y) + iv(x, y) est holomorphe.

Exercice 1.25

Vérifier que la fonction u(x,y) = 3x%y + 2x% — y3 — 2y? est harmonique, et donner sa
fonction harmonique conjuguée v(x,y) (c'est-a-dire v(x,y) telle que u(x,y) + iv(x,y) soit
holomorphe).

Solution

Si u(x,y) =3x%y +2x* —y® —2y? alorsona:u, = 6xy + 4x etu, = 3x* — 3y? — 4y
Et par la suite on aura : uxx = 6y +4etuy,, = -6y —4.

Donc le Laplacien Z—Z + o= = Uy + Uy, = (6y +4) + (—6y —4) =0 . Par conséquent

u(x, y) est harmonique.

Le conjugué harmonique de u(x,y) satisfera les équations de Cauchy-Riemann et aura des
dérivées partielles continus de tous les ordres.

Par les équations de Cauchy-Riemann: u,, = v, et v, = —u,,.

Nous aurons donc vy, = 6xy + 4x .

Alors: v(x,y) = [(6xy + 4x)dy = 3xy? + 4xy + h(x) , ol h est une fonction de la
variable x seul.

Donc v, = 3y% + 4y + h'(x).

Puisque v, = —u,, onaura:

3y2 +4y + h'(x) = —(3x? — 3y% — 4y) .

Ce qui implique que h'(x) = —3x2 et h(x) = —x3

Par conséquent, le conjugué harmonique est : v(x,y) = 3xy? + 4xy — x3.

1.10. Primitive d’une fonction holomorphe

Pour deux fonctions holomorphes f et F dans un domaine connexe D, on peut définir
I’intégrale suivante :

F(z) = [, f()dz. (1.20)

La fonction F(z) admet donc une dérivée que I’on peut calculer :

F'(2) = lim [“*AA—)‘F“] . (1.21)
F'(2) = lim = [ f”AZ f(2ydz -] f(z)dz] .

F'(z) = lim — [fZ+AZf(Z)dZ] .

Az —)OAZ

Or f est continue en z puisqu’elle est holomorphe. Cette derniére limite vaut donc f(z) et
I’on a démontré que F'(z) = f(2).
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F(z) est donc une primitive de f(z), toutes les autres ne différent de celle-ci que par addition
d’une constante, comme en analyse réelle (a la nuance que la constante peut étre complexe).

Ainsi, f:f(z)dz = F(b) — F(a) . Pour plus de détail voire le chapitre 3.

50
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Chapitre

2

Fonctions élémentaires dans I’ensemble des
nombres complexes

2.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous définirons une classe de fonctions qui présente le plus d'intérét en
analyse complexe et nous étudierons un certain nombre de fonctions holomorphes complexes
¢lémentaires. Plus particulierement nous étudierons la fonction complexe homographique,
exponentielle, logarithmique, puissance, trigonométrique, hyperbolique, trigonométrique
inverse et hyperbolique inverse. On montrera que toutes ces fonctions sont holomorphes dans
un domaine appropri€ et que leurs dérivées s'accordent avec leurs contreparties réelles.

2.2. Fonctions homographiques

Notons que les fonctions polynomiales sont des fonctions entiéres, et les fonctions rationnelles
sont holomorphes en dehors de leurs pdles. Parmi ces fonctions rationnelles, les fonctions

homographiques jouent un role particulier.

Les fractions rationnelles sont définies par f(z) = % ou P(z) et Q(z) sont des polyndmes.

Soient a, b, c et d quatre nombres complexes tels que ad — bc # 0.
. o b , . .
La fonction f définie par: f(2) = % est appelée transformation homographique.

. s : . N b o
Si ad — bc = 0, f dégénére en la fonction constante égale a % =-. Si de plus ¢ # 0, cette

bc—ad
cz

. A d

fonction admet un pdle simple en z, = —— et Res,—,, f(z) = (2.1)
Ou Res,—,, f (z) représente le résidu de f en z,.

Cette fonction a la propriété remarquable de transformer tout cercle ou droite en un cercle ou
droite.

Théoréme 2.1

. az+b d
Siad —bc # 0 et f(2) = ——pourtoutz # zo: = ——. (2.2)
Alors :

% [’image par f d’un cercle ne passant pas par z, est un cercle.
+ L’image par f d’une droite ne passant pas par z, est un cercle.
# Si C est un cercle passant par z,,f (C \ {z,}) est une droite.

# Si D est un droite passant par z,,f (C \ {2}) est une droite.
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Preuve

En effet, les applications de la forme z = az + b correspondent géométriquement a des
composées de translations, rotations et homothéties, qui transforment toutes les droites en

: r ‘ . ) . 1
droites et les cercles en cercles. Le théoréme repose donc sur le fait que I’inversion z — -

transforme tout cercle ou droite en un cercle ou une droite, et plus précisément, tout cercle ou
droite ne passant pas par 0 en un cercle, et tout cercle ou droite passant par 0 en une droite (plus
un point “a ’infini”).

Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que n’importe quel cercle ou droite admet une
€quation cartésienne de la forme :

azz + Pz + EZ +y=0. (2.3)
Avec a ER, S € R, y € C tel que |B|?> > ap, le cas @ = 0 correspondant aux droites, le cas
y = 0 correspondant aux cercles ou droites passant par 0. Le résultat est alors évident, puisque
I’image par I’inversion z — ide I’ensemble {Z €EC: azz+ fz + EE +y= O} est I’ensemble
{ZE C: a+,6’Z+Ez+yZZ= O}.

Ce résultat permet de transformer facilement des disques ou extérieurs de disques en demi-
plans, et inversement, la réciproque d’une homographie étant aussi une homographie. En outre,
les homographies préservent les angles, puisque c’est le cas des translations, rotations,
homothéties, inversions et symétries orthogonales. Ce sont des cas particuliers de ce qu’on
appelle des transformations conformes. Rappelons que par définition une transformation
conforme est une transformation qui conserve les angles en grandeur et en sens.

2.3. La fonction exponentielle

On appelle fonction exponentielle de la variable complexe z = x + iy, la fonction définie par
la relation suivante : e? = ex(cos(y) + isin(y)). (2.4)

Remarque 2.1

1. Le domaine de définition de la fonction exponentielle de la variable complexe z est le
plan complexe tout entier C.
Nous utilisons parfois exp(z) pour définir e?.

3. Pour z = iy nous obtenons la formule d'Euler e” = cos(y) + isin(y). (2.5)

Exercice 2.1

1+

Exprimer f(z) = e **2 sous la forme x + iy.

Solution
S T R LA 3 e (mY) _ i
f(z)=e z=e¢ tez=c¢ (cos (2) + isin (2)) =-.

Exercice 2.2

-1

Exprimer f(z) = e™™ sous la forme x + iy.
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f(2)=e™ = eo(cos(—n) + isin(—n)) =1.(-1+4i.0)=-1.

Soit z = x + iy , alors nous avons les propriétés de e? suivantes :

a) | e?|l = e*. (2.6)
b) arg(e?) =y+2nmoun €Z. (2.7)
c) e”* # 0 pourtoutz € C. (2.8)
d) e%1e? = ef1tZz, (2.9)
) —=e (2.10)
H —enz, 2.11)
g) (e®))"= e™oun€Z. (2.12)
h) e?*2m™ = g7 (e est une fonction périodique de période 27i). (2.13)

La fonction eZ est une fonction entiére.

Résoudre 1’équation suivante e? = 1.

Nous avons e? =1 = ex(cos(y) + isin(y)) =1.
= e*cos(y) +ie*sin(y) = 1.
= e*cos(y) = let e*sin(y) = 0.
Et
e*sin(y) = 0 = sin(y) = 0.
> y=nmoun € Z.
e*cos(y) = 1= e*cos(nm) = 1.
s>e*(-1)"=1.
=>e*=(-D"
Puisque e* > 0, alors on prend n = 2m oum € Z.
Donc pour n = 2m ontrouve e* =1 = x = 0.
Par conséquent : y = 2mmn
Etz = 2mmi oum € Z.

Trouver toutes les valeurs de z tel que e = —2 sachant que z = x + iy.

ez = —2 = el% = |=2| e4r9(-2)
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= e? =2

= e VX =2,

= e Vel* =2¢lm

> e Y=2etx=m+2nwrounc€LZ

=s>y=-In(2Q)etx =m+2nmoun € Z.
Donc on aura comme solution de 1’équation e”* = —2 les nombres complexes z décrits par la
relation suivante : z = (2n + 1)m — i.In(2) oun € Z.

2.4. La fonction logarithme complexe et ses branches

La définition de la fonction logarithmique est basée sur la résolution de 1'équation e" = z, ou
z est un nombre complexe non nul.

Enposantw = u + ivetz = |z|e!4"9®) nous obtenons l'équation e*e™ = |z|e!4"9() qui aura
comme solutions : w = In(|z|) + i(Arg(z) + 2nm) oun € Z. (2.14)

Nous définissons le logarithme d'un nombre complexe z non nul comme étant :

log(z) = In(|z]) + i(Arg(z) + 2nm) oun € Z. (2.15)
Ou
log(z) = In(|z]) + iarg(z) ouz # 0 etarg(z) = Arg(z) + 2nmtoun € Z. (2.16)

# Iln'y apas de logarithme pour le nombre z = 0 car I'équation e = 0 ne se réalise pas.
« La fonction logarithme log(z) est une fonction a plusieurs valeurs (selon les valeurs de

|

Trouver log(—1) et log(1 + i).

1) log(—1) = In(|—-1|) + iarg(—1).
=In(1) +i(Arg(—1) + 2nm) oun € Z.
=0+i(mr+2nm)oun € Z.
=2n+ Dmioun € Z.
2) log(1 +1i) = In(|1 +i]) + iarg(1 + Q).
= ln(\/i) +i(Arg(1+i)+2nm) oun € Z.
T \
= ln(\/i) +i (Z+ 2n7t) oun € Z.

=in(V2) + (Zn + %) mioun € Z.

Trouver log(e?).
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log(e?) = In(le?|) + iarg(e?).

= In(e*) + i(Arg(e?) + 2nm) oun € Z.
= In(e*) +i(y +2nm) oun € Z.
=x+iy+2nmioun € Z.
=z+2nmioun € Z.

log(z) n'est pas une fonction. Nous 1'appellerons fonction logarithme complexe a valeurs
multiples.

La valeur principale du logarithme ou détermination principale du logarithme d'un nombre
complexe z différent de zéro, log(z), est définie comme étant Log(z) = In(|z|) + iArg(z) ou
|z| > 0et—m < Arg(z) < m.

Calculer Log(z) pour z = —1 — /3i.

Log(—1—+3i) = In(|-1 - V3i|) + idrg(-1 — V3i)
=) +i (—rc + arctan (%f))

=) +i (—n + g)

_ _gom
= I[n(2) i

4+ Log(z) représente une fonction.
%+ log(z) = Log(z) + 2nmioun € Z.

2.4.1. Branches de log(z)

Il a été mentionné ci-dessus que log(z) est une fonction a valeurs multiples. Ainsi, pour définir
une fonction a valeur unique, nous restreignons le domaine et définissons les fonctions comme
suit:

log(z) = In(|z]) + iarg(z) ou a < arg(z) < a + 27 et a est un nombre réel.

Cependant, ces fonctions ne sont pas continues dans leurs domaines. Pour voir cela, considérons
Log(z).
Si nous approchons de -1 le long de la courbe z = e ™91 0 < t < 7 alors :
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lim Log(z) = lim (m — t)i = mi.
z--1 t—0
Mais si on s'approche de -1 le long de la courbe z = e~ ™9 0 < t < 7 alors :
lim Log(z) = lim — (m — t)i = —mi.
z--1 t—0
Ainsi lim1 Log(z) n'existe pas et donc Log(z) n'est pas continue en -1.
zZ——

Les mémes arguments peuvent étre utilisés pour montrer que Log(z) n'est continu en aucun
nombre réel négatif. En supprimant ces points du domaine de Log(z), on obtient une fonction
holomorphe Log(z) = In(|z|) + iArg(z) ou |z]| > 0et —t < Arg(z) < m.

Soit f une fonction a valeurs multiples. Une fonction F a valeur unique est appelée une branche
de f s'll existe un domaine D tel que:

1. F(z) € f(z) pourtoutz € D.

2. F est holomorphe sur D.

Exemple 2.1

Log(z) = In(|z|) + iArg(z) ou |z| > 0 et —r < Arg(z) < m est une branche de log(z). On
l'appelle branche principale.

Proposition 2.2

Pour tout nombre réel a, log(z) = In(|z|) + iarg(z) ou |z| > 0eta < arg(z) < a + 27
est une branche de log(z) et%log(z) = i Jz| >0, a<arg(z) < a + 2m. (2.17)

Preuve :

Onalog(z) = In(|z|) + iarg(2).
Posons z = reou a < 0 < a + 2m.
log(z)=In(r)+i@ =u+ivouu=In(r)etv=20.

Les dérivées partielles de ses parties réelles et imaginaires sont :

1
ur=;,v9=1,u9=06tvr=0.

On remarque que les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites :

(u, = %Ug etv, = —%ug).

Et %log(z) =e O, +iv,) =e ¥ G + iO) = re% = é

Ainsi, Log(z) est holomorphe dans le domaine |z| > 0 et —w < Arg(z) < m. Il est défini pour
tout z différent de zéro, mais holomorphe uniquement dans le domaine précité. Les points sur
l'axe réel négatif et z = 0 sont des singularités de Log(z), mais ce ne sont pas des singularités

isolées (Figure 2.1).
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Axe imaginaire

Singulantes de Log (z)

(8] Axe réel

Figure 2.1 : Représentation des singularités de Log(z)

La fonction log(z) = In(|z]) +i@ ou z # 0, |z| # 0,a < 6 < a + 21 avec les composantes
u(r,0) =In(r) et v(r,0) = 0 est a valeur unique et continue dans le domaine déterminé
(Figure2.2).

Notons que si cette fonction devait étre définie sur le rayon 8 = a, elle n'y serait pas continue.
Car si z est un point de ce rayon, il y a des points arbitrairement proches de z auxquels les
valeurs de v sont proches de a et aussi des points tels que les valeurs de v sont proches de
a+ 2m.

Axe imaginaire
-

U'I A.::-rél:l

Figure 2.2 : Représentation de la coupe de branche (La demi-ligne passant par z = 0)

La fonction citée ci-dessus est non seulement continue mais aussi holomorphe dans tout le
domaine r > 0, a < 8 < a + 2m puisque les dérivées partielles du premier ordre de u et v y
sont continues.

1. Une coupure de branche est une partie de ligne ou de courbe, constituée de points singuliers,
qui est introduite pour définir une branche d'une fonction a valeurs multiples.

2. Un point singulier commun a toutes les coupures de branche d'une fonction f est appelé un
point de branchement de f.

Exercice 2.8

Montrer que Log(z + 1) est holomorphe partout dans C sauf sur la demi-ligne y =0
etx < —1.
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Solution

Posons f(w) = Log(w)etw = g(z) =z + 1.

Alors Log(z + 1) = (fog)(2) = f(g(z)).

Log(w) est holomorphe sur I’ensemble D = C — {w:Im(w) = 0, Re(w) < 0}.

Remarquons que la fonction g est entiére et par la suite Log(z + 1) = f(g(2)) est holomorphe
si w=g(z)=z+1 appartient a D. Donc pour z=x+iy on a w=x+1+1iy
et Imw)=0=>y=0etRe(w) <0=>x<-1.

A

Axe imaginaire

£ o
-1 0 1 2 Aoe ree

Figure 2.3 : Domaine d’analyticité de Log(z + 1)
Proposition 2.3
Soient z; et z, deux nombres complexes non nuls. Alors :
1. log(z,1z,) = log(z,) + log(z,).
2. log (j—:) = log(z;) — log(z;).

Preuve

1) log(z,z,) = In|z,z, | + iarg(z,2,).
= In(|z,||z; ) + i(arg(zl) + arg(z, ))
= In|z.| + In|z, | + iarg(z;,) + iarg(z;).
= In|z,| + iarg(z,) + In|z, | + iarg(z,).
= log(z,) + log(z,).

2) log (z—:) =In + iarg (z—:)

=lIn (@) + i(arg(zl) —arg(z, )).

|22 |

Z1
Z2

= In|z,| — In|z, | + iarg(z,) — iarg(z,).
= (lnlzll + iarg(zl)) — (lnlz2 | +iarg(z, )).
=log(z,) — log(z;).

Exercice 2.9

Vérifier I’égalité log(z,2,) = log(z,) + log(z,) siz; = —1letz, =1i.

58



Chapitre 2 : Fonctions élémentaires dans I’ensemble des nombres complexes C

Solution

pourz; = —1letz, =i,ona:
log(z,2,) = log(—i).
= In|—i| + iarg(—i).
= In|—i| + i(Arg(—i) + 2nm) oun € Z.
= i(2n—%)7tof1n € Z.
log(z;) = log(—1).
= In|-1| + iarg(—1).
= In|-1|+ i(Arg(—1) + 2nym) oun, € Z.
=i(2ny + D)mwoun, € Z.
log(z,) = log(i).
= In|i| + iarg(i).
= In|i| + i(Arg(i) + 2n,m) ou n, € Z.

. 1 .
=L(2n2 +5)noun2 € Z.
log(z,z,) = log(z,) + log(z,) = i(2n —%)n =i@2ny+ D+ (an +%) .
= 271 = 2(111 +n2 + 1).

>n=n,+n, +1ounny,n,) €Z
Donc I’égalité est vérifiée si on choisit (n,ny,n,) € Ztel que n = n; + n, + 1.

Exercice 2.10
Montrer que Log(z,2,) # Log(z,) + Log(z,)siz; = —letz, =1i.
Solution
Log(z1z,) = Log(=D).
= In|—i| + iArg(—i).

T,
= ——-l.
2

Log(z,) = Log(-1).

= In|—-1| + iArg(—1).

= mi.
Log(z;) = Log (D).

= In|i| + iArg(i).

=Zi.

2

Log(z,) + Log(z,) = mi +§i = 3;”1’ * —gi = Log(z,z;).
Donc Log(z,z, ) # Log(z,) + Log(z, ).
Proposition 2.4
Soit z un nombre complexe non nul. Alors :

1. z" =e™9@ gun e Z. (2.18)

1 L10g(2)
2. zn=en9? oun€eN. (2.19)
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Montrer que Log(i%) # 3Log(i).

Lorsque la définition de la branche principale est utilisée, on peut avoir :
Log(i®) = Log(—i).
= In|—i| + iArg(—i).
=-Zi
2
Et
3Log(i) = 3(Inli| + iArg(Q)).

3m .

= —1.

2
Donc Log(i®) # 3Log(i).

2.5. Fonction puissance complexes

Soit z un nombre complexe non nul et soit a un nombre complexe quelconque. Nous
définissons z¢ comme étant :

20 = palog(z) (2.20)

Ou log(z) = In|z| + iarg(z) est la fonction a valeurs multiples.

1. La fonction z* = e®9(%) est aussi une fonction 4 valeurs multiples.

2. Soit @ un nombre réel et soit log(z) = In|z| + iarg(z) ou :
|z| > 0eta < arg(z) < a + 2m, une branche de log(z). Alors z% = e°9(2) est
holomorphe dans I’ensemble D = {(r,0):r > 0,a < arg(z) < a + 2x}.

3. Si on choisit la branche principale de log(z), alors on a z% = e*09?) et sa dérivée est

la suivante %(z“) =az% 1 (2.21)

Trouver les valeurs de w = z%' au point z = i .

()2 = 209 = e2i[iG+2nm)] — g-Gnedm Gy e 7

Trouver toutes les valeurs de (1)E.

Puisque log(1) = In|1| + iarg(1) = 2nmi.
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Et d’apres la définition précédente on aura :
(1)1' = ellog(2) — pi2nmi — =217 (1 € 7.

Donc (1)! posséde une infinité dénombrable de valeurs.

Trouver toutes les valeurs de (i)%*".

En appliquant la définition on obtient :
(l-)2+i = e(2+Dlog()

— e(2+i)(ln|i|+iarg(i)).

~NefTT
— e(2+t)l(5+2nn) oun €7z

— e(zi—1)(2n+%)n' oun€Z

1
—(2n+2 -
=e (2n 2)"e(4”+1)’” ouné€7Z.
1
—(2n+2 .
=e ( n+2)”e‘””"e”‘ oun € Z.

= —e_(2"+%)n ouné€Z.

3
Trouver toutes les valeurs de (1 +4/3 i)z.

log(1++/3i)
(ln|1+\/§i|+iarg(1+\/§i))

(In|1++/3i|+iarg(1+V3i)+2nm) oun €7

(ln(2)+i(§+2nn)) oln E7Z
— e(g)ln(z)ei(§+3nn) oun €7z
= \/fei(g)e*”"”i oun € Z.
=2V2(=1D"ioun € Z.

3
Donc (1 + \/§i)2 = +2+/2i , c'est-a-dire elle posséde deux valeurs.

La détermination principale de z* est définie par la fonction :
7% = eal0g(2), (2.22)
Le point de branchement de la fonction puissance générale est z = 0.

Soit z un nombre complexe non nul et soit a un nombre complexe quelconque.
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Alors : — = 77, (2.23)

| |

Comme cas particulier de la fonction z%, nous étudierons la fonction racine carrée zz. Par

1 1 i
définition 2z = €2"°9@ = 4+ [[z]e24™@ 11 s'agit d'une fonction a deux valeurs.
- 1 1 Lar (z)
La valeur principale de z2 est zz = /|z|eZ""?

1 i
72 = \[]z[ezAT9@

1
et la branche principale de z2 est donnée par :

1
ou |z| >0 et —mw<arg(z) <m. La branche principale de zz est

1
holomorphe sur I’ensemble D = {(r,6):r > 0,a < arg(z) < a + 2m} et% (25) =1

zZ

|<|

1
Trouver toutes les valeurs de (1 + i)z.

Selon la remarque précédente on a :
1 i .
(1407 = £/]1 + ifez*90H0,
= +VV2es'.

= +42e5".

Soit z un nombre complexe et soit a un nombre complexe non nul.

Nous définissons a” par :

a? = e#log(@) (2.24)
Ou log(a) = Inla| + iarg(a) est la fonction a valeurs multiples.

En se basant sur la définition de aZ? trouver 2¢ et 2(1+9,

1) Pourz=iona:

2l — pilog(2) — ei(ln(|2|)+iarg(2)) = glln(I2D) g—(0+2nm) — LHiln(2)p-2n7T 5y 1 € 7.
2) Pourz=1+1iona:

21+ — p(1+)L0g(2) = ,(+D(In(12D+iarg(2)) = o(1+DIn(2) pi(1+1)(0+2nm)

— eln(Z)—Znnei(ln(2)+2nn) — Ze—Znnei(ln(2)+2nn) oun €z

Lorsqu'une valeur de log(a) est spécifiée, a” est une fonction entiére de z et :

% (a%) = a*log(a). (2.25)
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Preuve
Ona % (a?) = % (e#09@) = log(a)e?09 @,
Ceci montre que % (a?) = a*log(a).

2.6. Fonctions trigonométriques

La formule d’Euler conduit a e = cos(x) + isin(x) et e = cos(x) — isin(x). Ces deux

dernieres formules conduisent aux expressions du sinus et cosinus suivantes :
eiXy o—ix

cos(x) = —

ix_ o—ix

Et sin(x) == "

On définit le cosinus et sinus d’une variable complexe z par les formules :

cos(z) = %(eiz + e7%)
et sin(z) = %(eiz — e7?),
Remarque 2.9

1. 1l ne faut pas croire que cos(z) et sin(z) sont les parties réelle et imaginaire de e%
pour z complexe.
sin(z) = 0 si et seulement si z = nwoun € Z.

3. cos(z) = Osietseulementsiz = (2n + 1)%01‘1 n €Z.
2.6.1. Propriétés

Toutes les régles exponentielles auxquelles nous sommes habitués des nombres réels sont
reportées au cas complexe.
1. Les fonctions cos(z) et sin(z) sont enticres car ce sont des combinaisons linéaires des

fonctions entiéres e'Z et e 712,

% [sin(2)] = cos(2) .

2
3 %[cos(z)] = —sin(z).
4. sin(—z) = —sin(z) .

5

cos(—z) = cos(z).

Proposition 2.7

Soient z, z; et z, trois nombres complexes. Alors :

1. [sin(2)]? + [cos(2)]? = 1.
sin(z; + z,) = sin(z;)cos(z,) + cos(z;,)sin(z,).
sin(z, — z,) = sin(z;)cos(z,) — cos(z,)sin(z,).
cos(z; + z,) = cos(z,)cos(z,) — sin(z,)sin(z,).
cos(z, — z,) = cos(z,)cos(z,) + sin(z,)sin(z,).

A
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Preuve

Nous démontrons la proposition (2), alors que les autres sont considérées comme exercice.
Soient z; et z, deux nombres complexes.

Alors :
_ _ 1, 1, .
sin(z,)cos(z,) + cos(z;)sin(z,) = E(elzl — e"‘Zl)E(e‘ZZ + e“ZZ)
l iz —iz i iz, _ ,—liz
+ (e + em )~ (e — e72).

- i [(ei(z1+zz) + ei(Z1—Zz) —_ e—i(Z1—Zz) —_ e—i(Z1+Zz))]
4i

+ % [(ei(Z1+Zz) — ei(Z1—Zz) + e_i(Zl_ZZ) _ e‘i(21+22))]

- i [(Zei(z1+zz) — Ze—i(z1+zz))]
4i
= %(ei(zlJ’Zz) — e7i&t2)) = sin(z, + z,).

Exercice 2.18
Trouver toutes les racines de 1’équation sin(z) = 1.
Solution

Pourz=x+iyona:
sin(z) = 1 = sin(x)cosh(y) + icos(x)sinh(y) = 1.
= sin(x)cosh(y) = 1 et cos(x)sinh(y) = 0.

Pour trouver les solutions de 1’équation on procede selon les étapes suivantes :

1) cos(x)sinh(y) = 0 = cos(x) = 0 ou sinh(y) =0
:>x=(2n+1)§ ouy=0oun€Z.

2) Pour x = (2n+1)§ona:

sin(x)cosh(y) =1 = sin ((Zn +1) g) cosh(y) = 1.
= (—1)"cosh(y) = 1.
= cosh(y) = (—1)™

On distingue les cas suivants :

Puisque cosh(y) >0 =>n =2moum € Z.
Donc pour n = 2m on trouve cosh(y) =1=>y=0etx = (4m + 1)%01‘1m € Z.
Par conséquent les solutions de 1’équation sont : z = (4m + 1) % oum € Z.
3)Poury=0ona:
sin(x)cosh(y) = 1 = sin(x)cosh(0) = 1.

= sin(x) = 1.

=>x=“m+ 1)§oum e Z.

Par conséquent les solutions de I’équation sont : z = (4m + 1) g oum € Z.
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Exercice 2.19

Montrer que 1’égalité cos(iz) = cos(iz) est vraie.

Solution

Sachant que cos(z) = %(e"z + e"iz) ona:

cos(iz) = %(ei(iz) + e"i(iz)) = %(e"z + e?) = %( e + e %).
m=%(ez +e7%) =%(?+eTZ) =%(ez+e"5).
cos(iz) = %(ei(ﬁ) + e”lD) = %(9‘5 + e?) = %( e? +e7%).
Donc m = cos(iz).

Exercice 2.20
Montrer que |cos(z)| = |cos(x)].
Solution

Essayons de trouver une formule en termes de x et y pour le module des fonctions cosinus,
nous exprimons d'abord ces fonctions en termes de leurs parties réelle et imaginaire. Nous

remplagons le symbole z par le symbole x + iy dans l'expression cos(z) = 2(ei% 4+ e7i7).
plag y p y y p 2

Alors nous obtenons :
— l iz —iz
cos(z) = z(e + e )
— l(ei(x+iy) + e—i(x+iy)).
2

:%(e—yﬂx_l_ ey—ix).

= %(e_y(COS(x) + isin(x)) + €”(cos(—x) + isin(—x))).

= %(e‘y (cos(x) + isin(x)) + e”(cos(x) — isin(x))).

= 2 (cos(x) ™ + isin(x) e™ + cos(x) e¥ — i sin(x) e”).
= cos(x)5 (¥ +e™) — isin(x) 5 (e¥ —e™).

= cos(x) cosh(y) — isin(x)sinh(y).

Cherchons maintenant le module du cos(2).

|cos(2)| = \/(cos(x))z(cosh(y))z + (sin(x))?(sinh(y))2.

= /(cos(x))?(1 + (sinh(¥))2) + (1 = (cos(x))?) (sinh(y))>.
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lcos(z)| = /(cos(x))? + (sinh(y))?.
D’ou |cos(2)|? = (cos(x))? + (sinh(y))2.
On peut voir que |cos(z)|? = (cos(x))2 + (sinh(y))2 > (cos(x))z.

lcos(2)|? = (cos(x))2 = \/|cos(2)|? = /(cos(x))z.
= |cos(z)| = |cos(x)].

2.6.2. Tangente et cotangente, sécante et cosécante

On définit les fonctions tangentes, cotangente, sécante et cosécante d'une variable complexe z
comme étant :

a) tan(z) = z:zg
b) cotan(z) = :;Zi
¢) sec(z) = Cosl(z).
d) csc(z) = promns
Proposition 2.8

1. Les fonctions tangentes et sécante d'une variable complexe sont holomorphes partout
sauf aux points singuliers z = (2n + 1) % oun €Z.

2. Les fonctions cotangente et cosécante d'une variable complexe sont holomorphes

partout sauf aux points singuliers z = nw oun € Z.
3. %tan(z) = (sec(z))z.
4. %cotan(z) = —(csc(z))z.
5. %sec(z) = sec(z)tan(z).
6. %csc(z) = —csc(z)ctg(2).

Preuve (Exercice)

Exercice 2.21

Montrer que tan(z + n) = tan(z) ou z # (2n + 1)% ,n€ELZ.

Solution

Nous avons tan(z + ) = %
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__ sin(z)cos(n)+sin(m)cos(z)
- cos(z)cos(m)—-sin(z)sin(m)’

__ sin(z)cos(m)
" cos(z)cos(m)’
__ —sin(z)
T —cos(z)’

= tan(z).

2.6.3. Fonctions hyperboliques

On définit les fonctions hyperboliques d'une variable complexe z comme étant :
1. sinh(z) = (e? — 7).

2. cosh(z) = %(ez + e7%).

__sinh(z) _ (e?-e”*
3. tanh(z) = cosh(z) (eZ+ e‘z)'

__cosh(z) _ (e*+e”%
4. coth(z) = sinh(z) (ez— e‘z)'

Les fonctions sinh(z) et cosh(z) sont des fonctions entiéres.

sin(in) = zii(ei(i”) — g7 = %i(e‘” —e") = é(e” — e™™) = isinh(n) .

Pourz=x+iyona:
1. [sin(2)|? = (sin(x))” + (sinh(y))".
2. |cos(2)|? = (cos(x))2 + (sinh(y))z.

a) cosh(z) = cos(iz).

b) sinh(z) = —isin(iz).
¢) sinh(—z) = —sinh(z) .
d) cosh(—z) = cosh(z).
e) %sinh(z) = cosh(2).
f) %cosh(z) = sinh(z2).

g) (cosh(z))2 — (sinh(z))2 =1.
h) sinh(z; + z,) = sinh(z;)cosh(z,) * sinh(z,)cosh(z,).
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i) cosh(z, + z,) = cosh(z;)cosh(z,) + sinh(z,)sinh(z,).
i) Isinh(2)|? = (sinh(x))2 + (sin(y))z.
k) |cosh(2)|? = (sinh(x))2 + (cos(y))z.

Preuve

Nous allons démontrer les propositions (b), (g) et (j), alors que les autres seront considérées
comme exercice.

(b) sinh(z) = %(ez —e™%).
— %(e—i(iz) _ ei(iz))_
— %(e—i(iz) — eili?),
— ;_ii(ei(iz)_e—i(iz))_
= —isin(iz).
(2) (cosh(z))2 — (sinh(z))2 = (cos(iz))2 — (—isin(iz))z.
= (cos(iz))2 - iz(sin(iz))z.
= (cos(iz))2 + (sin(iz))z.

=1
() Pourz =x + iy etavec |sin(z)|? = |sin(x + iy)|? = (sin(x))2 + (Sinh(y))2 ona:
sinh(z) = —isin(iz) = |sinh(2)|? = |—isin(iz)|>.
= |sin(iz)|?.

= |sin(i(x + iy))|2.

= |sin(—y + ix)|?.

= (sin(—y))2 + (sinh(x))z.
= (sin(y))2 + (sinh(x))z.

Remarques 2.11

4+ sinh(z) = 0si et seulement si z = nmwi oun € Z.

+ cosh(z) = Osietseulementsiz = (2n+ 1) %l oun € Z.

Proposition 2.11

1. Siz =iy, alors sin(iy) = isinh(y) et cos(iy) = cosh(y).
2. Siz =x+1iy,alors cos(z) = cos(x)cosh(y) — isin(x)sinh(y).
3. Siz = x+ iy, alors sin(z) = sin(x)cosh(y) + icos(x)sinh(y).

Preuve (Exercice)

Exercice 2.22

Montrer que sinh(z + i) = —sinh(z).
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sinh(z + im) = —isin(i(z + in)).
= —isin(iz — m).
= —i[sin(iz)cos(m) — sin(m)cos(iz)].
= —i[(=1)sin(iz) — (0)cos(iz)].
= isin(iz).

= —sinh(z).

2.6.4. Fonctions trigonométriques et hyperboliques inverses

Nous définissons la fonction a valeurs multiples (multiforme) arcsin(z) comme étant :

1 1 1
arcsin(z) = —ilog [iz +(1- 22)5] ou(1—2z%z=4,|1- 22|e§Arg(1—22) .

1
Ou (1 — z?)z est une fonction a deux valeurs (multiforme).

Trouver arcsin(2).

En se basant sur la définition précédente on trouve :
1
arcsin(2) = —ilog [21’ + (1 - 22)5].
1
= —ilog [2i +(1- 4)5].
. . ES A E LArg(=3) [ woo

= —ilog [21 + (—3)2]. Par définition (—3)z = +./|—3]ez . Il s'agit donc

d'une fonction a deux valeurs. Ou Arg(—3) = arctg (_%) + 7 =arctg(0) +m =m.

Il vient :

arcsin(2) = —ilog [Zi +./|-3 e%Arg(_3)].
= —ilog[(2 £ V3)i].

D’apres la définition 2.3 on peut écrire :

aresin(2) = —i|In|(2 £ V3)i| +i (Arg ((2+V3)i+ 2nn))] oun €7
= —i[m|2+ V3| +i(5+2nn)|oun e
= —i [ln|2 +V3| + (Zn +%)1ri] oun € Z.
= (2n+§)n— iln|2 i\/§| oun € Z.

Nous définissons les fonctions a valeurs multiples (multiformes) arccos(z) et arctan(z)
comme étant :
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1
1. arccos(z) = —ilog [z +i(1— 22)5].
2. arctan(z) = élog [1:+z

i-zI’

Ot (1 — 22)z = +/[1 = 22]ez"79(1=2),

Lorsque des branches spécifiques de la racine carrée et des fonctions logarithmiques sont
utilisées, les fonctions arcsin(z), arccos(z), arctan(z) deviennent a valeur unique et
holomorphes dans un certain domaine parce qu'elles sont des compositions de fonctions
holomorphes.

De plus, nous avons :
1

1. %(arcsin(z)) =

(1-22)7
d -1
2. —l\arccos(z)) = .
dz( ( )) (1_22)%
3. L(arctan(z)) = —
' odz 1422°

On définit les fonctions hyperboliques inverses par :
1
1. arcsinh(z) = log [z + (2% + 1)5].
1
2. arccosh(z) = log [z + (2% — 1)5].

1+z
1-zI

3. arctanh(z) = %log[

Ot (1 — 22)z = +/[1 = 22]ez*r9(1-7%),

Résoudre I’équation sin(z) = 1.

Pour sin(z) = 1 ona z = arcsin(1).
= —ilog [i(1) + (1 — (V).
= —ilog(i).
= —i(lnlil + iarg(i)).
= —i(i(Arg(i) + 2nm)) ot n € Z.

=—i (i (§+ 2n7t)) oun € Z.

=§+2n7t01‘1nEZ.

Résoudre I’équation cosh(z) = i.
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Solution
L’équation cosh(z) = i donne z = arccosh(i).
= log [i + () — 17| (aprés la définition 2.14)
= log [i + (—2)%].
= log [i +T=2]ez*9¢?)].
= log[(l + \/E)l]
= in|(1 £ V2)i| + iarg (1 £V2)i).

= n|1 V2| +i |arg ((1 £V2)i + 2nr)| oun € Z.

=ln|li\/§|+i[i§+2nn] oun € Z.
= |1+ V2| +i(2n+;)moun ez
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Chapitre

3

Théorémes fondamentaux sur les fonctions
holomorphes

3.1. Introduction

Dans ce chapitre nous commengons par 1’introduction des intégrales de contour complexes.
Ceci permet de définir 1'opération inverse de dérivation conduisant d'une fonction f & une
nouvelle F appelée primitive. Puis on se penche sur les plus importantes méthodes, d'étude des
fonctions holomorphes, méthodes qui sont basées sur la représentation de ces fonctions par des
intégrales spéciales (intégrales de Cauchy, formules intégrales de Cauchy) ou par des sommes
de séries (séries de Taylor et de Laurent). Ensuite nous abordons la définition de types de points
singuliers. Enfin nous donnons le principe du prolongement analytique.

3.2. Contours (Courbe ou chemin)

Une courbe dans le plan complexe peut €tre décrite par la représentation paramétrique
z(t) = x(t) + iy(t) ou x(t) et y(t) sont des fonctions continues a valeur réelle de la variable
réelle t pour a <t <b.

Remarques 3.1

& Pour chaque paramétre réel t € [a,b] donné, il existe un ensemble de points
(x(t), y(t)) qui représentent les points image de l'intervalle[a, b].
#+ Les points d'image z(t) sont ordonnés en fonction de t croissant.

Soit € une courbe dans le plan complexe représentée par :

z(t) =x(t) +iy(t)ou a<t<h. (3.1)
1. Six(t) et y(t) sont des fonctions continues, alors C est appelé un arc ou une courbe
continue.

2. Six'(t) et y'(t) existent et sont continus pour tout ¢, alors C est appelé arc de classe C1.
Exercice 3.1

Soit C une courbe dans le plan complexe représentée par z(t) =t + it? ou—1<t < 2.
Dire si C est un arc de classe C1?
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Solution

z(t) =t + it? o —1 < t < 2 est un arc, une partie de la parabole y = x% . C'est un arc de
classe C1.

En effeton a :

x(t) =t et y(t)=t?sont des fonctions réelles de classe Clsur [—1,2]
oux'(t) =1ety'(t) = 2t.

Les points d’extrémités sont z(—1) = =1 +ietz(2) = 2 + 4i.

Pour t = x on obtient y = x? qui représente une parabole.

Donc z(t) est un arc de classe C*.

Exercice 3.2

. , , ) _(1+t—-i,-1<t=<0
Soit C une courbe dans le plan complexe représentée par : z(t) = {1 F(t-1i, 0<t<1
Dire si C est un arc différentiable ?

Solution

z(t) est un arc mais il ne représente pas un arc de classe C! puisque z'(0) n'existe pas.
Eneffetona:
1+t,-1<t<0
©={"" g<i<1
Et
y(t)_{t—l, 0<t<1’
Sachant que : z(t) = x(t) + iy(t) ona:
Pour -1 <t<0:x(t)=1+tety(t)=—-1.
Pour0<t<1:x(t)=1lety(t)=t—1.
z(t) est continue en z = —1 mais n’est pas différentiable en ce point.

Axe imaginaire
£ 3

Figure 3.1 : Tracé du chemin de I’exercice 3.2
3.2.1. Longueur d’un arc
Si z(t) ou t € [a,b] est un arc différentiable, alors sa longueur est donnée par la relation
suivante : L = fblz’(t)ldt
. - a .
Exercice 3.3

Trouvez la longueur de I'arc définit par :
z(t) =e % out € [0,m].
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Solution
Onaz(t) = e = cos(—t) + isin(—t) = cos(t) — isin(t) et z'(t) = —ie .
Alors : L = f0n|z’(t)|dt = f0n|—ie‘it|dt :f0”|—i||e‘it|dt = fO" dt =[t]F = .

A

Axe imaginaire

Figure 3.2 : Tracé de la courbe définit par z(t) = e~ on t € [0, 7]

3.3. Exemples de courbes

1. Soit C un arc décrit par z = z(t) ou t € [a, b] et si z'(t) existe et est continue pour tout
t € [a,b]etz'(t) # 0 pourtous t € (a,b), alors C est appelé arc lisse.

2. Un contour ou un arc lisse par morceaux est un arc constitué¢ d'un nombre fini d'arcs
lisses joints point par points.

3. Soit C un contour décrit par z = z(t) out € [a, b]. Alors C est appelé un contour simple
s’il ne coupe pas lui méme, c'est-a-dire si z(t;) # z(t,) pour tout t;,t, € [a, b] avec
t; # t,, sauf pour la possibilité que z(b) = z(a).

4. Soit C un contour décrit par z = z(t) ou t € [a, b]. Si C est simple sauf pour :
z(a) = z(b), alors C est appelé un contour simple et fermé.

z(b
o )
Y20 5
.
=(6) z(a) = z(b)
(a)" 2(c) e
]
z(b)
(2) Un contour simple (1) Un contour non simple et non fermé {c) Un contour simple et fermé
Figure 3.3 : Exemples de contours
Exemple 3.1

Considérons le cercle unitaire décrit par z(t) = e'* ou t € [0,27r]. On remarque que :
1. C'est un arc lisse, puisque z'(t) = ie't est continu sur [0,27] et z'(t) # 0 pour tout
t € [0,2m].
2. C'est un contour.
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3. C'est un contour simple car il ne coupe pas lui-méme et fermé puisque
z(0) =z(2m) = 1.

Soit la courbe décrite par :
t,0<t<1
z(t) ={2—-t+({t—-1)i, 1<t<2,
B-ti,2<t<3
Vérifier si cette courbe représente un contour fermé et simple ?

Essayons de tracer cette courbe.
Pour0 <t <1lona:x(t) =tety(t) =0.C’estune droite allant du point (0,0) vers le point

(1,0).

Pourl1<t<2ona:x(t) =2—tety(t) =t — 1. C’estune droite allant du point (1,0) vers
le point (0,1).

Pour2 <t<3ona:x(t) =0ety(t) =3 —t. Cest une droite allant du point (0,1) vers le
point (0,0).

Nous remarquons que z(0) = z(3). Alors la courbe € définit par la paramétrisation z(t) est
un contour fermé et simple.

. > :
10 o (1,0) " +axe réel
L

Figure 3.4 : Tracé de la courbe de 1’exercice 3.4

3.4. Intégration le long d’un chemin (Contour)

Supposons que 1'équation z = z(t) ou t € [a, b] représente un contour C.
Soit f une fonction continue par morceaux sur C. On définit alors 1'intégrale de contour de f le

long de C comme étant : [, f(z)dz = f:f(z(t))z’(t)dt. (3.2)

Evaluez | ¢ 2dz si C désigne le contour définit par : z(t)=1—t+itout € [0,1].

Tragons le contour C : z(t) =1 —t+itou0 <t <1letz'(t) =—-1+1i.
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On peut distinguer x(t) =1 —t et y(t) =t d’ou y(t) =1 — x(t) qui représente une droite
passant par les points (1,0) et (0,1).

Axe imaginaire
>

(0.1)

(0,0) (L0} Ax:réel
Figure 3.5 : Tracé de la droite définitpar: z(t) = 1 —t + itout € [0,1]
Posons f(z) = z.
[, zdz = [} 2()7' (t)dt.
= [[(1—t+i) (-1 +Ddt.

= (-1+0) [, (1 -t +it)dt.
1

=(—1+i)[t—§+i§]0.
= (-1+D[1-2+1].

= -1+~

=—1.

Soit C un contour représenté par z = z(t) ou t € [a, b] avec z; = z(a) et z, = z(b).

Le contour —C est constitué du méme ensemble de points mais avec un ordre inversé de sorte
qu'il s'étend a partir de z, vers z;.

Le contour —C a une représentation paramétrique définit par : z = z(s) ou s € [—b, —a].

3 s ,
H H
3 H
z(b) ' z(b)
z(a) z(a)
a Merléﬂ a Me'réel

Figure 3.6 : Contours C et —C
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Proposition 3.1

[ f@dz=~], f2)dz.
Preuve

Le contour C esttel que : z(t) oua < t < b.
Le contour —C esttel que : z(—s) ot —b < s < —a.

Pour z = z(—s) ona :% = —Zz'(—s)etpourt = —sona:dt = —ds.
_of@)dz = =[] f(z(=5))z (=5)ds.
= — [, f(z(D)2' (&) (—d0).
= [, f(z®)Zz (Odt.
= — [T f(z0)7 (®)dc.
=—J. f(2)dz
Exercice 3.6
Calculer les intégrales | c (z2+Z)dzet [ c (z2 + Z)dz si C est le contour définit par :
zt)=t+i(t—1)out € [1,2].
Solution

Le contour C est définit par: z(t) =t + i(t — 1) out € [1,2] et z'(t) = 1 + i. Nous pouvons
voirque x(t) =tety(t) =t —1.
La relation qui existe entre x(t) et y(t) est y(t) = x(t) — 1. Elle représente une droite.
Le contour —C est définitpar: z(—s) = —s+i(—s—1)=—-s—i(s+ 1) ous € [-2,—1] et
z'(—s)=—-1-1.
[ (2 +Ddz= [, ((t +it— 1)+ (e —i(t - 1))) (1 + D).

= 1+ [7(? — (2 =2t + 1) + 2it(¢ — 1) + t — i(t — 1))d.

= 1+ [(Bt - 1) +i(2t? — 3t + 1))dt.

2

=@+D|Ge-o)+i(3e3 -2+ t)]l.

= (1+i)((§(4— D-(2- 1))+i(§(8— D-2@-1D+@- 1))).
=@+ (Z+21)

) [ +Ddz = [ (=5 = ils+ D)+ (=s +ils + D)) (-1 - e
=-(1+0 [, ((s +i(s+ 1) +(—s+i(s + 1))) dt.

=—(14+1) f__zl(sz —(s?+2s+ 1) +2is(s+ 1) —s +i(s + 1))dt..
= —(1+0) [, ((-35 — 1) + i(25% + 35 + 1))dt.
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=—(1+1) [(—%sz - s) + i (§s3 + %Sz + s)]::

= —(1+0) <(—§(1—4) — (-1 +2)) +i(§(—1+8) Pa-0+

(—1+ 2))).
~(7 7.
= —(1 + l) (E-I_ gl)
Donc on peut confirmer que : f_c(z2 +2)dz = — fc (z? + 2)dz.

Proposition 3.2

1. Soit C un contour tel que C = C; U C, constitué d'un contour C; de z; vers z, suivi d'un
contour C, de z, vers z3. Alors : [ f(2)dz = | i (2)dz+ | i (2)dz.
2. Si|f(z)| < M pour tout point z du contour C et L est la longueur de C, alors :

|fc f(z)dz| < ML.

Preuve

|f, f2)az| =

[ f )z ©dt| = |[, f@dz| < [|f(2(0)z ()] at.
= | f@dz| < [|f(z)]12 (0.
= [, f(@dz| <M [1Z®)ldt.

= fc f(z)dz| < ML.
Exercice 3.7
Calculer f c Re(z)dz si C est le cercle |z| = 2 décrit dans le sens positif (sens contraire des
aiguilles d’une montre).

Solution

Posons f(z) = Re(z).
C est le cercle d’équation |z| = 2 dont la paramétrisation est z(t) = 2e ou t € [0,27] et
Z'(t) = 2ie™.

J. Re(z)dz = [;" Re(z(t))z'(t)dt.
= fozn Re(2et)2iedt.
=4 fozn cos(t)(cos(t) + isin(t))dt.
=4 fozn [(cos(t))2 + i(cos(t)sin(t))] dt.

— 4 J-ZTt 1+cos(2t)+isin(2t) dt.
0 2 2

=2i fozn(l + cos(2t) + isin(2t))dt.
= i[2t + sin(2t) — icos(2t)]3".
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= [cos(2t) + i(2t + sin(2t))]4".
= (005(471) + i(4m + sin(4n))) — (cos(O) +i(0 + sin(O))).
=(1+i(4n+0)) — (1 +i(0)).
= 4ri.
Exercice 3.8
Calculer [ c (z2 + 1)dz ou C est constitué du segment de droite allant du point (-1,1) au point
(1,1) suivi du demi-cercle de gauche définit par I’équation : |z — 1| = 1.
Solution

Le contour C est décrit comme étant C = C; U C, ou :

1) C; estle segment de droite allant du point z; = —1 + i au point z, = 1 + i, il est définit par
laI’équation : z(t) = (1 —t)z; + tz,,0 <t < 1.
Clest-a-dire z(t) = -1+ 2t+i,0 <t <1etZz'(t) =2.

2) C, est le demi-cercle de gauche définit par : z(t) = 1 + e ou g <t< %ﬂ et Z'(t) = ie't.

g
2 A
o
E
a
I
Cl
1
1 0
1

Figure 3.7 : Tracé du contour de 1’exercice 3.8
J. @2+ 1)dz= fcl(z2 + 1)dz + fcz(z2 + 1)dz.

1 2 ,
[, (2 +1)dz = || ((z(t)) + 1)z (t)dt.
=2 [[((—1+2t + D)? + .
=2 [J((=1+26)% + 2i(—1 + 2¢) + % + D)dt.
=2 [(1— 4t +4¢% — 20 + 4ti + 2 + 1)dt.
=2 (1 — 4t + 4t% — 2i + 4ti)dt.
t3 1
= 2[1:—21:2 +4——2ti+2t2i] :
3 0

2
3

f(;2 (z>+ 1)dz = f;Tn ((Z(t))z + 1) Z'(t)dt.
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3

= ((1 + eit)z + 1) ie'tdt.
2

3T
=i [o* (2e™ + 22t + 3i)dt.
2
3T
L2 1 5 1 itz
=1 [;elt +?eZLt +;e3lt:|n )
2
3T

.[2 1 5 1 3142
=i [_'elt +_'eZLt +_'e3lt:| )
i i 3i T

Donc fc (z2+ 1)dz =

[SSE N
=

3.5. Primitives

Dans le cas général, la valeur de I'intégrale dépend du chemin parcouru. Cependant, il est
naturel de se demander s’il est possible de caractériser la classe des fonctions pour lesquelles la
valeur de I’intégrale ne dépend que des extrémités et non du chemin suivi entre ces extrémités
7, et z,. Pour de telles fonctions, nous montrerons que:

J; f@dz = [;? f(2)dz = F(2,) = F (z1). (3.3)

Ou F est la primitive de f et C est tout contour décrit d'un point z; a un point z,.

Exercice 3.9

Calculer les intégrales suivants | 5 |z|?dz et [ . |z|?dz sachant que :
C,: z,(t)=t+itpourt €[0,1] etC, : z,(t) = t? + it pour t € [0,1].
Solution
Le contour C; est définit par I’équation : z(t) =t +it ou0<t<1 etz'(t) =1+1i etle
contour C, est décrit comme étant z(t) = t> +itou0 <t <1letz'(t) = 2t +1i.
24, _ (1 2,0
fcllzl dz = fo |z(6)|?Z' (t)dt.
= [JIt +it]?(1 + Ddt.
— N (L2
= 2(1+z)f0 t2dt.
2 .
=1+ D[t°]5.
=2(1+1).
24, _ (1 2,0
fCZIZI dz = fo |z(6)|?Z' (t)dt.
- f01|zr2 +it|2(2t + )dt.
- fol(t4 + t2)(2t + i)dt.
- fol[(ZtS +2t3) + i(t* + t2)]dt.
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=[G +ie)+ite +10)

5 8 .
=>+—i
6 15

Nous remarquons que : fc |z|2dz # fc |z|%dz.
1 2

3.5.1. Théoréme fondamental pour l'intégration complexe
Théoréme 3.1 (Théoreme fondamental pour l'intégration complexe)

Soit f: D — C une fonction continue sur un domaine D et supposons que f admet une primitive
F sur D; c'est-a-dire qu'il existe une fonction F telle que F'(z) = f(z) pour tout z € D. Alors
pour tout contour C situé dans D et d’extrémités z; et z, on a :

I f(@dz = [’ f(2)dz = F(z,) = F(z). (34)

En particulier, si le contour C est fermé, alors | c f (2)dz = 0.

Preuve

Puisque F'(z) = f(z) ona fc f(2)dz = fC F'(z)dz = f; F'(z(t))Z (t)dz.

Et sachant que %F(z(t)) = F’(z(t))z’(t).

Donc on peut écrire :

fc f(2)dz = f:%F(z(t))dz = [F(Z(t))]z = F(z(b)) — F(z(a)) = F(z,) — F(zy).
Remarque 3.2

Si la fonction f satisfait I'hypothése du théoréme 3.1, alors pour tout contour C situé dans D
commengant en z; et se terminant en Z, on a:

[, f@dz = [ f(2)dz = F(z,) - F(z).

Par conséquent, le résultat démontre que 1'intégrale ne dépend pas du chemin.

Exercice 3.10

Calculer I’intégrale | ¢ Zdz enutilisant I’idée de la primitive sachant que le contour C est définit
de la fagon suivante :
C:z(t)=1—t+itpourt € [0,1].

Solution

La primitive de la fonction f telque f(z) = z est F(z) = 22_2
Les extrémités du contour C sont les suivants : z; = z(0) = 1etz, = z(1) = i.
Je f(@ydz = [, zdz = [é]: = [?]: zg_gz -1

3.6. Théoréme de Cauchy

Théoréme 3.2 (Cauchy —Goursat)

Soit € un contour simple et fermé et soit f une fonction holomorphe a l'intérieur de C ainsi que

sur C lui-méme. Alors [, f(2)dz = 0. (3.5)
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Montrer que | c ZZTZ dz = 0 sachant que C est le cercle unité définit par 1’équation |z| = 1.

Soit la fonction f définit par f(z) = zZTz On remarque que f est holomorphe sur le contour C

et dans la région entourée par C. Donc en appliquant le théoréme de Cauchy-Goursat on obtient

J. f(2)dz =0.

1 . NPT s . . o
Montrer que |, e dz = 2mi si C est le cercle orienté positivement définit par 1’équation définit

par |z| = 3.

La fonction f définit par f(z) = i n’est pas holomorphe au point z = 0. Ce point appartient a

la région enfermée par le contour C.

Le contour C est définie par : |z] = 3 & z = 3e‘ ou t € [0,27].
1 2 1 L. . (2 .
Jo f@dz= [, -dz= fonm&e‘tdt = lfondt = 2mi.

3.6.1. Domaines simplement et multiplement connexes

1. Un domaine D simplement connexe est un domaine tel que chaque courbe fermée et
simple a l'intérieur de D ne renferme que des points de D (D ne possede pas de trous).

2. Siundomaine D n'est pas simplement connexe, alors il est appelé multiplement connexe
(D posséde des trous).

. - i

,f e e B s e D s

r D "'""“ ¥ 4 L F 4 %
’ \ ’ \ NS 4 \
/ ] / = ) ! w =% i
1 ! \ 1 I Mat
A #H \ \"l"'; ! % - d
_ .-4" b !, " - ’;

b
Camm™" \“--"# \h:_:-f#'#
Domaine simplement connexe Domaine doublement connexe Domaine multiplement connexe

Figure 3.8 : Domaines simplement et multiplement connexes
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Exemple 3.2

D ={z € C: |z| < 2} est un domaine simplement connexe.
Exemple 3.3

D ={z€eC: 1< |z| <2} est un domaine multiplement connexe.

Théoréme 3.3
Si f est une fonction holomorphe dans un domaine D simplement connexe, alors :

) ¢ f(2)dz = 0 pour tout contour ferme C situ¢ dans D.

Preuve (Exercice)

Corollaire 3.1

Toute fonction f holomorphe dans un domaine D simplement connexe admet une primitive sur
D.

Théoréeme 3.4

Soit € un contour fermé simple décrit dans le sens anti-horaire; et soient Cp, k = 1,2, ...,n, de
simples contours fermés décrits dans le sens des aiguilles d'une montre, qui sont intérieurs a C
et dont les intérieurs n'ont pas de points communs.

Si f est une fonction holomorphe dans la région fermée constituée de tous les points a l'intérieur
et sur C sauf pour les points intérieurs a tout Cy, alors :

I, f@dz+ (T [, f@)dz) = 0. (3.6)
Corollaire 3.2

Soient C; et C, deux contours fermés simples orientés positivement tels que C; se trouve a
l'intérieur de C,. Si une fonction f est holomorphe dans un domaine D qui contient a la fois C;

et C, et tous les points entre eux, alors : | 5 f(2)dz = { . f(2)dz. (3.7)
. — C,
. 2
( C:\
( )
\—1““%..

\

Figure 3.9 : Domaine D qui contient les contours fermés et simples
C; et C, et la région se trouvant entre eux.
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Exercice 3.13

3
Calculer | c (zi_1)2 dz ou C est le contour orientée positivement décrit par le rectangle dont les
cOtés se trouvent le long des lignes x = £3 ety = £2.

Solution

La fonction f présente un point singulier z = 1. Nous choisissons le cercle de centre z = 1 et
de rayon r = 1 qui est décrit par :

C;:|lz—1|=1o0u z€C.

On peut écrire I’équation paramétrique de C; de la maniére suivante :

C,:z(t)=1+etou t € [0,2m].

B

o A

E

3

2 c
.- - - ]

1 .

-4 O 1 4 A;eréet

v 21 &)
e T ®

-2

Figure 3.10 : Tracé du contour C; : z(t) = 1 + e’ ou t € [0,2m] et du rectangle décrit par
x=*F3ety=12

Puisque f est holomorphe sur C et C; et dans la région comprise entre eux, alors on peut écrire :

zZ Z
fc — dz = ¢ o dz.

3
_ f27'r (1+et) ieitdt
0 (eit)? :

= ifozn(l + 3e't + 3e2it + e3it)e iy,
= ifozn(e_it + 3 + 3elt + e%it)dt.

—it it 2it7 2T
=i +3t+3%+2-

—i { 21 g

. . 1 . 121
= [—e"‘t + 3it + 3e' + Eem] :
0
= (—e72m + 6im + 3¢ +Se*™) — (—e ™0 + 0+ 3¢° +5e?).
= 6ir.
Exercice 3.14

Trouvez [. f(2)dz si f(2) = ZzZ_ZH

—1<x<1et0 <y < 2décrit dans le sens positif.

et C est la fronticre du carré définit par
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Solution

Nous remarquons que f est holomorphe sur C — {i, —i} et le point z = i se trouve a I’intérieur
de C tandis que le point z = —i se trouve a I’extérieur de C.
Nous choisissons le cercle de centre z = i et de rayon r = 1/2 qui est décrit par :

I
Ci: |lz—1i = ou z € C.
On peut écrire 1’équation paramétrique de C; de la manicre suivante :

Ci:z(t)=1i +%eit ou t € [0,2m].

3

Axe imaginaire

-2t -l

Y 1
¥
L}
"

:

ph I3
= Axeréel

el EEEE SRR

[ )

10
1

Figure 3.11 : Tracé de la frontiére du carré définitpar —1 < x<let0 <y <2

Remarquons que f est holomorphe sur C et C; et dans la zone comprise entre eux, alors on peut

écrire : [ 2+1 dz = fC 2+1
1
f (T z— i) dz.
1
=, () e+ 1, ()
Or la fonction g tel que g(z) = —, est holomorphe sur C; et dans la zone enfermé par C;, alors

on peut écrire f ( — ) dz = 0. 1l vient alors :

2
fC z2+1 =—f ( )Leltdt
2
=if, dt.
= i[t]3".
= 2mi.

3.7. Formule de I’intégrale de Cauchy
Théoréme 3.5

Soit f une fonction holomorphe partout a l'intérieur et sur un contour simple et fermé C pris

19 47 = f(z,). (3.8)

dans le sens positif. Alors pour tout point z, intérieur a C on a : f e

Preuve

Soient D un domaine simplement connexe et C un contour simple fermé dans D, et z, un point
intérieur de C. De plus, soit C; un cercle de centre z, et de rayon r (r = 0) pour que C; soit a
l'intérieur de C.
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Le cercle C; est décrit par z(0) = z, + re® ou 6 € [0,21] et Z'(t) = rie'?.
f(2)

le domaine qui contient a la fois C et C; et tous

les points entre eux, alors par I’application du corollaire 3.2 on a :

ZZO 1ZZO

_ fZT[f(Zo‘f'Te )rlelgde

= ifoznf(zo +re'?)do.

En faisant tendre v — 0 on obtient :

L2 4z = i [27 £z, + 0)d0.

Z—Zo

=i [7" f(20)db.
= if (z,) [, d6.
= if (z0)[6]1°%
= 2mif (2o).

Et par conséquent on a :

= [ L4z = £(z,).

2mi Z—Zy

Exercice 3.15

Calculer I’intégrale [ c %(lz) dz, ou C est la frontiere du carré orientée positivement définit par
—3<x<3et-3<y<3.

Solution

sin (z)

et f(z) = sin(z) .
Nous remarquons que la fonction g est holomorphe sur C — {—1} et le point z = —1 se trouve
a I’intérieur de C. Alors que la fonction f est holomorphe a I'intérieur et sur C.

Posant g(z) =

Pour z, = —1 et par I’application du théoréme de la formule intégrale de Cauchy nous
obtenons :
[. g@dz=[. 224z
c C z+1
= 2mi. f(—1).
C'est-a-dire :

J. SZ:(? dz = 2mi.sin(—1) = —2mi.sin(1).
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Axe imaginaire

g
‘i‘

(&)

1 0 1

- =
L > *

Figure 3.12 : Tracé du carré orientée positivement définitpar —3 < x < 3efr—3 <y <3

4

Axe reel

Exercice 3.16

Calculer I’intégrale | = dz, ou C est le cercle orientée positivement définit par

C (z2+4)(z-1)

|z — 2| = 2.
Solution
. z , . . _f@
Posons g(z) = GrrnG_n Ct écrivons la fonction g sous la forme g(z) = ——, ou
Z
f (Z) = z244°
Nous remarquons que la fonction g est holomorphe sur C — {—2i, 2i} et les points z = —2i et

z = 2i se trouvent a I’extérieure de C. Alors que la fonction f est holomorphe a l'intérieur et
sur C.
Pour z; = 1 et d’apres le théoréme de la formule intégrale de Cauchy nous obtenons :

[, 9(@dz = [, 24z = 2mi. £ (1).

z . 1 2 .
dz = 2mi. =Ti.

C'est-a-dire ¢ FrDeD O vial

3.8. Dérivés des fonctions holomorphes

Théoréme 3.6

Soit f une fonction holomorphe partout a I'intérieur et sur un contour simple et fermé C pris au
sens positif. Alors pour tout point z, a UDintérieur de C toutes les dérivées

zy) pourn = 0,1,2, ... existent et Zy = LdZ oun=0,1,2, ... 39
) 012 (n)( ) n

2ni v C (z—zp)n*1
Preuve (Exercice)

Exercice 3.17

cos(nz) > et C est le cercle orientée positivement

Calculer I’intégrale [ ¢ 9(zdz ou g9(z) = @2t )2(2-2)2

définit par |z + 1| = 2.
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Solution

On remarque que la fonction g est holomorphe sur C — {_71, 2} et le point z = _71 se trouve a

I’intérieur de C tandis que le point z = 2 se trouve a I’extérieur de C.

cos(mz)
_ cos(mz) _a@z-22 _ @) . cos(rtz)
Nous avons g(z) = PG (z+1)2 = (z+1)2 ou f(z2) = 27 donc g(z) est de la
2 2
O S
forme Gzt 020 = etn =1.
u
E A
£ |
-E 3
>
2 Axeréel
Figure 3.13 : Tracé du cercle orientée positivement définit par |z + 1| = 2
cos(mz) 27
En appliquant le théoréme précédent on trouve | c m = f ( )
, ., . , _ —4an(z—2)%sin(rz)—-8(z—2)cos(mz) _ —4n(z-2)sin(mz)—8cos(mz)
La dérivée de la fonction f est f'(z) = G2 = =273

16(———2) 28

cos(mz) _2mim _ 2m2i

C (2z+1)2(z-2)2“ ~ 11 25 25 °

Corollaire 3.3

etf' (_?1) —4-1':(———2)5111(—5) Scos(—g) _m

Donc |,

Si f est une fonction holomorphe en un point z,, alors ses dérivées de tous les ordres sont
¢galement des fonctions holomorphes en ce point z.

3.9. Séries enticres

Une série entiére est une série de la forme :
Yin=0an(z — zo)™. (3.10)

Ou (a,)ney st une suite complexe définie de N vers C, z et z, sont deux nombres complexe.

Exercice 3.18

1

Montrer que si |z] < 1, alors Y,p_y 2™ = —
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Solution

SoitSy =z +z' + 22 + -+ 2NV 1.

Sy=1+z+z%+--+2z"N"1.

En multiplions ces deux membres par z nous trouvons : zSy =z + z2 4+ z3 + -+ + zV
Et zSy—Sy=z"-1eSyz-1)=2z"-1-

-1
ZSN_SN=ZN_1 C>SN=Z—1.
1— N
ZSN_SN=ZN_1 C>SN=1_ZZ'
1 1-zN zN
Le reste py vaut py = S — Sy = T, S
N |ZN| |z N eln(lle) eNIn(lz))
llm = llm im = 1li = lim — = lim
n lowl = Z—1| Now|z—1] Now|z—1] Now |z—1] Noo |z—1]

Et puisque |z| < 1, alors :
Al,im lonl =0

3.9.1. Séries de Taylor

Théoréme 3.7 (Théoreme de Taylor)

Supposons qu'une fonction f soit holomorphe dans tout disque ouvert |z — z,| < R,. Alors, en
chaque point z de ce disque, f(z) a une représentation en série :

(D)
f(2) = 20 an(z — 2)" ol @, = L=, (3.11)

n!
C'est-a-dire, la série entiere Yg-oan(z —zy)", converge vers f(z) dans le disque
|z — zy| <R,.
Exercice 3.19

" [ . z"
Montrez que le développement en série de Maclaurin de f(z) = e? est Yoep — ou |z| < oo.

Solution

Soit la fonction f définie par f(z) = e?, |z| < R, et z, = 0. Puisque la fonction f est entiére,
alors Ry = co.
oo f( )(ZO) 7

Essayons d’écrire f(z) sous la forme f(z) = Yn-, -
ou:f(0)=1,f0)=1,..™0) =1.

Donc f(z) = 2;0:0%271 ou |z| < oo.

Exercice 3.20

Trouver le développement en série de Taylor de f(z) = cos(z) autour de z, = 0.

Solution

Soit la fonction f définie par f(z) = cos(z) et z, = 0. Puisque la fonction f est holomorphe
pour tout z dans C.

Essayons d’écrire f(z) sous la forme f(z) = Yo Of n(ZO) mou |z| < oo.
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Ou:f(0)=1,f(0)=0,f"0)=-1,f30) =0, fP0) =1,....
Nous remarquons que :

FEM0) = (=1)"et f@*D(0) = 0avecn = 0,1,2, ...

Donc pour tout z € C ona:

T f(zn)(Zo) n 00 f(2n+1)(20) 2n+1 _ ' GOl 2n
cos(z) = Ymeo —an 2 + Xn=o T ntn)! = Xn=o G 2

3.9.2. Séries de Laurent

Une série de Laurent est une série de la forme :

[o0) o0 [o)e) bn
Do Ck(Z — Zo)k = Y=o an(z — zy)" + Zn=1m . (3.12)

Ou (an)nen » (P)nen* » (Cn)nez sont des suites complexes a éléments dans C .

P . Cc_
Une sériec de Laurent Yo _o c,(z — 2o)™ converge Si Yo Cn(Z —2zp)™ et Z;‘{Llﬁ
—Z0
convergent.
Remarque 3.3

« 4 C— ;. . —_ .
On peut considérer oo= —" _ comme une série entiére pour w = (z — z 1. Sielle converge
n=1 (z—z)" 0

—40

S converge pour —
(z-z0)" gep

Par conséquent, si YpeoCn(Z — 2o)™ converge pour |z — zy| < R, alors la série de Laurent

pour |w| < Ry, alors Y574 < Ryou|z —zy| > Ri.
1

[z—2zo|

1
converge pour — < |z — zy| < R,.
1
Exercice 3.21
n
Montrer que la série Laurent Y01 27" + X0, % converge pour 1 < |z| < 2.
Solution

n
c 1 , © -n 0 z . n , . . .
Considérons la série Laurent )51 27" + Yoo a1 » qui peut étre Ecrite de la facon suivante :

e -n o) z" 0 n 1 NS -1
Zn:lz + Zn:O P Zn:—oo ChZ " oucy = 1 >0
2 ,n =
2n+1
) zn 1 2\" 1( 1 1
Lasérie Yo g—— ==Y (—) =- = — converge lorsque |z| < 2.
Zn—o on+1 2Zn—o 2 2 1_% 2—z g q | |
) 1 1 1 1 1 1 1 1
Et la série Yorqyz "= —=-4+—=—+—+--- =—[1 -+ = ] = — converge
Zn—l Zn—lzn 7 + 72 + 73 + z + z + 72 + z—1 g

lorsque |z| > 1.

. - z" 1 1
Par conséquent Y., z" " + Z;‘f;oﬁ = — + 5 converge lorsque 1 < |z| < 2.

Théoréme 3.8 (Théoréme de Laurent)

Supposons qu'une fonction f soit holomorphe dans tout le domaine circulaire
R, < |z — z,] < R, et soit C tout contour fermé simple orienté positivement autour de z, et se
trouvant dans ce domaine. Alors, a chaque point z de ce domaine, f(z) a la représentation en

Ly JD g, (3.13)

o) . . — \'o0 _ n —
série suivante : f(2) = X3=_o cn(z — 2p)™ ol ¢, = 2miIC (z—zg)n+t 2"
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Preuve (Exercice)

Remarque 3.4
f(2) d

Si f est holomorphe & lintérieur du disque |z —zo| <Ry alors ¢, == [, —= =03
—40

f(n)( Zo)

implique ¢, = ———pourn > 0.

_f@

)n+1

Pour n <0, est holomorphe dans et sur C et donc ¢, =0, pour n < —1 . Par

conséquent, si f est holomorphe a l'intérieur du disque |z — z,| < R,, alors la série de Laurent
se réduit a la série de Taylor autour de z,.

Exercice 3.22

cosh(z)
3

Trouvez le développement en série de Laurent de f(z) = pour 0 < |z| < oo. Ensuite,

cosh(z)

utilisez-le pour calculer [ c dz, lorsque C est le cercle |z| = 1 orienté positivement.

Solution

cosh(z)

Soit f(z) =
Essayons d’ecrlre f(2) de la fagon suivante :
f(z) = Y= Cnz™ .

On sait que : cosh(z) = cos(lz) = Ymeo

———pour 0 < |z| < o avec z, = 0.

(12)2" avec |iz| < oo.

(2
NG
(zn)| (lZ)nZZn
— Z )Zn 2n
n= 0 (2n)!

= Zn=omz ou |z| < oo,

Donc f(z) = COSh(Z) =y 0(2 5 z2" 3 ou 0 < |z| < .
TR RPN TSNS
Sachant que ¢, = il ) c ; ﬁ)l dz et pour n = —1 on obtient c_; = ﬁ ) o f(2)dz ce qui donne

fc f(z)dz = 2mic_, = 2mi (%) = 1.

3.9.2.1. Zéros des fonctions holomorphes

1. Un zéro d'une fonction f est un point z, ou f est holomorphe et f(z,) = 0.
2. Le point z, est dit zéro isolé s’il existe un disque ouvert D,.(z,) tel que z, est le seul
zéro de f dans D,.(z;).
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1. 2z, est un zéro d'ordre m de f si f est holomorphe en z, et f(z,) =0, f'(z,) =0,
"(z9) =0,..., f™ VD (z,) = 0 mais f™(z,) # 0.

2. Une fonction f holomorphe dans D, (z,) = {z: |z — z,| < r} a un zéro d'ordre m au
point z = z; si et seulement si sa série de Taylor donnée par f(z) = Ypr Cn(Zz — 2o)™

a:¢g=C =+ ..=Cp_1=0etcy, #0.
3. En supposant que z, est un zéro d'ordre m de f, alors dans un certain voisinage de z,
ona:

f(Z) = Cm(z - Zo)m + Cm+1(Z - Zo)m+1 + -
= (z — 2o) ™ [Xn=0 Cm+n(z — 2)"].
=(z—20)"g(2) ou g(2) = Y=o Cm+n(z — 29)™ et g(z,) # 0. (3.14)

3.9.2.2. Points singuliers

Rappelons que le point z,, est appelé point singulier, ou singularité, de la fonction complexe f
si f n'est pas holomorphe au point z,, mais que tout voisinage D,-(z,) de z, contient au moins
un point auquel f est holomorphe.

Un point singulier z, d'une fonction f est appelé point singulier isol¢ s'il existe un voisinage
0 < |z —zy| < € dans lequel f est holomorphe.

Exemple 3.4

(z-1)
z(z2-1)

La fonction f(z) = a trois points singuliers z=0, z=1 et z = —1. Ces points

singuliers sont isolés.
Exemple 3.5

La fonction f(z) = Log(z) a un point singulier en z = 0. Cependant cette singularité n'est pas
isolée puisque chaque voisinage de z = 0 contient des points sur 'axe réel négatif ou f ne
parvient pas a étre holomorphe.

3.9.2.3. Types de points singuliers isolés

Dans cette partie, nous classerons le point singulier isolé z = z, d'une fonction f selon la partie
Yl o cn(z — zp)™ de la représentation en série de Laurent de f dans le domaine décrit par
0<|z—2z <R.

Soit z, un point singulier isolé d'une fonction f et soit f(z) = Ym_ o Cn(z —2zp)" la

représentation en série de Laurent de f dans le domaine 0 < |z — zy| < R. Alors la partie

Yl wcn(z—z)" =30, (ZC‘T")n impliquant des puissances négatives de z — z, est appelée
—40

la partie principale de f en z,.
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Soit z, un point singulier isolé d'une fonction f et soit :

f(2)=Yn—win(Zz—2z)" =Y r0an(z—2z)" + Xy (Z — la représentation en série de
Laurent de f dans le domaine 0 < |z — z,| < R.

1. Si b, = 0 pour tout entier n > 1, alors z, est appelé point singulier apparent.

2. S'ilexisteunm € N* tel que b,,, # 0 et byyy1 = by = -+ = 0 alors z, est appelé pole
' . Vo bp by b, bm
d'ordre m car : Y574 s —rz T o VT G (3.15)

3. Si un nombre infini de coefficients b, sont différents de zéro, alors z, est appelé un
point singulier essentiel.

Exercice 3.23
(

Trouvez les points singuliers isolés de f(z) = et déterminez s'il s'agit de poles apparents

ou de points singuliers essentiels.

Solution

cos(z)

Soit la fonction f définie par : f(z) =

La fonction f est holomorphe pour tout point z € C — {0}. Le seul point singulier isolé
estz = 0.
f(z) =Yy _wcpz™ou0 < |z| < oo.

cos(z) = X5 0( DAPEUIN |z] < oo.

2n!
Done f(z) = 28 =y 0 72ns
Etf(z) =z~ —%z 3+%Z_1—;10Z+'“

Donc z = 0 est un pole d’ordre 5.

Exercice 3.24

Trouvez et classez les points singuliers isolés de f(z) = Silzliz_):.
Solution
Soit la fonction f définie par: f(z) = Si;iz_);l-

La fonction f est holomorphe pour tout point z € C — {%} Le seul point singulier isolé

n
estz = g Pour classer z = %nous devons écrire f(z) = Yoo Cp (z — g) ou0 < |z]| < .

Remarquons que :
in(z)—-1

f2) ==
2(2-3)

sin(z) = sin (2~ Z) + 2] = sin (z — Z) cos (2) + cos ( — Z) sin (Z) = cos ( - )

sin(z) = Yo, ((;:l); (z - g)znoﬁ |z - 5| < o0.

93



Chapitre 3 : Théorémes fondamentaux sur les fonctions holomorphes

Et
2n
sin(z) — 1 = Y7-, . (z—z) - 1.

(2n)! 2

e G I G R B

_ 1)n T 2n
= Jin=1 (Zn)! (Z - 5) :
Donc :

oo ;)' ™" n 2n-1
f(Z) _ 1(22(2)_(%1) 2) ‘Zn 1 ((2:1))' (z — E) oul < |Z - §| < 00,

I (O I

On peut donc dire que z = g est un point singulier apparent.

Remarques 3.5

1. Un pole d'ordre 1 est appelé un pole simple.
2. Siune fonction f a un point singulier apparent en z,, alors :
. Z),Z* Z ..
La fonction F(z) = {fc F = 70 et holomorphe dans un voisinage de z. (3.16)
0
3. Dans tout voisinage d'un point smgulier essentiel, une fonction prend toute valeur finie,
a une exception possible, un nombre infini de fois.

Exercice 3.25

cos(z)—1

Montrez que f(z) = a un point singulier apparent en z = 0 et redéfinissez f(z) pour

qu'il soit holomorphe en z = 0.

Solution

cos(z)—-1

Soit la fonction f définie par : f(z) =

Z
La fonction f est holomorphe pour tout point z € C — {0}. Le point singulier isolé est z = 0.

cos(z) = o

(-"
(z)zn >cos(z) =1+Yy, G (z)*".

="

(Zn)'

=cos(z) —1=Y%, (2)?" ou |z| < 0.

(2n)!
Donc :
@-1 _ L= T "
f(2) = COSZZ (ZZ) =y, 0 ——(2)>"tou0 < |z|] < .
1 1 1
F) =izl 154

Donc le point z = 0 est un point singulier apparent.

On définit la nouvelle fonction F(z) dont le domaine de définition serait C comme suit :

o= 220
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3.10. Prolongement analytique

Proposition 3.3

Soit D un domaine (i.e. un ouvert connexe) de C et f une fonction holomorphe sur D. Alors,
les équivalences suivantes sont équivalentes :

1. f estidentiquement nulle sur D,
2. f estidentiquement nulle sur un disque ouvert non vide inclus dans D,

3. Ilexiste zy € D tel que Vn € N, f™(z,) = 0.
Preuve (Exercice)

Théoréme 3.9 (Principe des zéros isolés)

Soit D un domaine de C et f: D — C une fonction holomorphe non identiquement nulle, alors
les zéros de f (i.e. les points en lesquels f s’annule) sont isolés.

Preuve (Exercice)

Théoréme 3.10 (Principe du prolongement analytique)

Soit D un domaine de C et f et g deux fonctions holomorphes sur D c C, si f = g sur un sous-
ensemble de D ayant un point d’accumulation dans D alors f = g sur D.

Preuve

L’ensemble des zéros de f — g posséde un point d’accumulation dans D et donc les zéros de
f — g ne sont pas isolés, comme f — g est holomorphe et D un domaine, il résulte du principe
des zéros isolés que f = g sur D.

Soit f est une fonction holomorphe dans un ouvert D; du plan complexe et soit g une fonction
holomorphe dans un ouvert D, du plan complexe.

SiD;ND, #0 et f(z) = g(z) pour tout z € (D; N D).

Alors: g(z) est le prolongement analytique de f(z) dans D,. De méme, f(z) est le
prolongement analytique de g(z) dans D; .

Exemple 3.6

Soit la fonction f définie par f;(z) = Yme( 2" dans le domaine D; = {z : |z — i| < 1} et soit la
_i\"

fonction f,(z) = ﬁz;‘fzo (ﬁ) dans le domaine D, = {Z tz—il < \/E}

Onremarque que: D;ND, # @
- 1
Et fi(z) =Xn-o2" = P

0 = () = () =

1-1
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On remarque que f et g sont deux fonctions holomorphes sur les domaines ouverts D; et D, du
plan complexe respectivement.

Donc on peut dire que f;(z) est le prolongement analytique de f,(z) dans D;. De méme,
f2(z) est le prolongement analytique de f; (z) dans D, .

Remarque 3.6

Le prolongement analytique de f(z) s’il existe est unique.
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Chapitre

4

Théoremes des résidus et applications au calcul
d’intégrales

4.1. Introduction

Nous commencons dans ce chapitre par la définition de I’importante formule des résidus et les
différentes méthodes de calcul des résidus aux pdles. On montre aussi comment les extensions
de Laurent peuvent donner des informations utiles.

Nous citons quelques applications importantes de la théorie des résidus. Ces applications
incluent I'évaluation de certains types d'intégrales définies et impropres apparaissant dans
I’analyse réelle telles que les intégrales de fonctions rationnelles, les intégrales de fonctions
trigonométriques, les intégrales de fonctions multiformes et la fonction gamma. Le théoréme
des résidus fournit une méthode simple et parfois la seule pour calculer ces intégrales.

4.2. Théoreme des résidus

Soit f une fonction qui a un point singulier isolé en z,. Alors il y a un nombre R tel que f est
holomorphe dans le domaine 0 < |z — z,| < R. Par conséquent f a une représentation en
série de Laurent dans ce domaine selon :

B N () . ,
f(2) =Ymwcn(z—29)" ol ¢, = —Je mdz et C est tout contour simple et fermé

orienté positivement autour de z, qui se trouve dans le domaine : 0 < |z — z,| < R.

Lorsque n = —1, cette expression pour ¢, peut étre écrite comme : [ c f(z)dz = 2mic_;.

Soit z, un point singulier isolé d'une fonction f et soit f(2) = Yge_ o Cn(z —2p)" la
représentation en série de Laurent de f dans le domaine 0 < |z — z,| < R.

Alors c_ est appelé le résidu de f en z, et est noté :

Res,—,, f(z) ou Res(f,zy)

Ou:

Res,—, f(z) =
En effet :

Selon le développement de Laurent, la fonction f aura la représentation suivante dans le
domaine 0 < |z — zy| < R.

1
2mi

fc f(2)dz.
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b,
(z- Zo) + (Z—Zo)2
Et en utilisant les formules d'intégration de Cauchy, on trouve apres intégration de la relation
précédente :

ﬁfc f(2)dz=04+0+0+--+b; +0+0 + - clest-a-dire que Res,, f(z) = by = c_;.

f(2) =ag+a,(z—2zy) +ay,(z—2)* + -+ + e

Remarque 4.1

Pour un point singulier apparent le développement de Laurent est de la forme :
f(2) = Xn=0an(z — 2p)™ pour 0 < |z — 7| < 6.
Donc b; = Res,—, f(z) = 0.

Exercice 4.1

Soit la fonction f définit par f(z) = Trouver Res,—of (2).

z(z-2)"

Solution 4.1

Soit f(z) = (Z >
La fonction f a deux points singuliers z = 0 et z = 2. Ces points singuliers sont isolés.

Res,—of (z) = c_;.
f(2) = Xn=c cnz” ou 0 < |z| <R.

ﬁ - 2(%1—1) - 2(1——) Z" 0(2) ou| | <L
f2) = _—12%’—02,? = —Z?{’_ozn;l ou0 < |z| < 2.
f@=—[+i+ie] =i _

Donc Res,_qf(z) = — E'

4.3 Résidus aux poles
Proposition 4.1

1. Si f(z) aun pole simple en z,, alors :

bl = R€SZ=ZOf(Z) = limzazo(z - ZO)f(Z)- (41)
2. Sif(z) aun pdle d’ordre m en z, alors :
. am-1
bl Resz Zof(z) = 1)|l mz—>20 dzm-1 [(Z - ZO)mf(Z)] (42)
Preuve

1) Supposons, pour simplifier, que f(z) a un pdle simple en z,. Alors le développement en
série de Laurent de f(z) autour de z, a la forme suivante :

b .
f(z) = (Z_—lzo) + ag+ a(z — zp) + ay(z — z5)* + -~ou by = c_;.

D'ou le résidu peut étre calculé par :

Reszzzof(z) = limz—>zo (z— ZO)f(Z)-
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, b
= llmzazo(z - Z()) [m‘k ay + al(z — ZO) + az(Z — ZO)2 + ]

= lim,_,, [by + ag(z — 2p) + a1 (z — 2p)* + a,(z — 25)> + - ].
= lim,_,, [b1] + lim,_; [ag(z — 20) + a;(z — 20)* + a,(z — z9)> + -] .
=bh,+0.
= b;.
2) Supposons que f(z) a un pole d’ordre m en z,. Alors le développement en série de
Laurent de f(z) autour de z, a la forme suivante :

f(Z) = Z?loz—oo Cn(z - Zo)n-

_ bm b1 .
T (z-ze)™  (z—z)™1L (z-20)

Multiplions 1’équation (4.3) par (z — zy)™ pour obtenir :

(2= 20)™f(2) = b + byy_1(z — 2) + -+ b1 (2 — 29)™" " + ag(z — zp)™ +

+a,(z — zp)™t + - (4.4)
D'ou en prenant des dérivés (m — 1) de I’équation (4.4), on a :

+ a,(z —zy) + ---.ou b, # 0. (4.3)

I (2= 20)™f(2)] = by (m — D!+ agm! (z — 20) + ay(m+ D! (2 — 20) + - (4.5)

dzm— 1
Finalement, si on calcule la limite des deux termes au voisinage de z, de 1’équation (4.5), on

obtient b; (m — 1)!, ce qui donne alors une formule pour le résidu de f a un pdle d'ordre m:
dam-1) dim-1)

lim, ., S [z = 2)™F (D] = by(m = D= by = =2 lim, g, o [(2 = 20" ()],

Exercice 4.2

eZZ

Trouver le résidu de f(2) = =k

Solution

La fonction f posséde un point singulier z = 1 qui représente un pole d’ordre deux pour f,

alors on peut écrire :

] d(z 1) eZZ

Res,_1f(z) = —(2 o lim, 7 —= [(z - 1)2( _1)2].
1. d _ 2 eZZ

Res,_.f(z) = 5 leZ_>1 e [(Z 1) (Z_l)z]'

, d
Resz=1f(z) = llmz—)la [eZZ]'

Res,_,f(z) = 2lim,_, % [e?7].

Res,_,f(z) = 2e? = b,.
Nous pouvons trouver Res,—, f(z) = b, par la méthode suivante :
f( ) — ezez(z 1)

f(Z)_ 1)2 [1+2(z—1)+ (z - 1)2_|_ (2_1)3_'_ ]

f()_@lﬂ ( 1
Donc b; = 2e2.
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Remarques 4.2

1. Sila fonction f aun pdle simple en z, et que la fonction g est analytique en z, ,alors :

R€SZ=ZO (f(Z)g(Z)) = g(ZO)Reszzzof(Z)‘ (4.6)
f(2) 1
Res,—, (g(;) = Res,—, f(2). (4.7)
2. Sila fonction g a un simple zéro en z, alors é a un simple pdle en z, , alors :
1 1
Res,-s, (ﬁ) == (4.8)

Exercice 4.3

1
sin(z)’

Trouvez tous les pdles et leurs résidus de f(z) =

Solution

Les poles de f(z) sont les zéros de sin(z), a savoir zy = nm pour n € N,
Posons g(z) = sin(z) dont la dérivée est g'(z) = cos(z).

1 \_ 1 _ . n
Donc Res,— (Sm(z)) = s (=™,

4.3.1. Cas de fonctions rationnelles

. P(2)
Soit f(z) = Wi)

Supposons que P(z,) # 0, Q(z,) = 0et Q'(z,) # 0.

ou P(z) et Q(z) deux fonctions holomorphes en = zj, .

Puisque Q'(zy) #0 , Q(z) a un simple zéro a z,. Donc — a un pble simple

Q(2)
enzy,Q(zy) #0et:
1 1
Res,_,, (@) = oy
Puisque P(z,) # 0 ,ona:
P(2)\ _ 1\ _ P(zp)
ReS,—s, (@) = P(zo)Res,—y, (@) =22 (4.9)

Evidemment, si le développement de Laurent donne une série infinie pour les degrés négatifs,
le calcul du résidu en ce point (dit alors pole ou singularité essentielle) ne pourra se faire que
par le calcul du coefficient c_; de la série de Laurent.

4.4. Théoréme des résidus de Cauchy

Théoréme 4.1

Soit C un contour fermé simple orienté positivement. Si une fonction f est holomorphe a
lI'intérieur et sur C sauf pour un nombre fini de points singuliers z, , k =1,2,3,...,n a

l'intérieur de C, alors fC f(2)dz = 2mi Y-, Res,—,, f(2). (4.10)

Preuve (Exercice)
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Puisque les points z;, z,,...,Z, se trouvent a I’intérieur du contour simple et fermé alors nous
pouvons trouver de petits cercles C,, orientés positivement qui sont intérieurs a C et qui sont
mutuellement disjoints (Figure 4.1).

Les cercles C,,, avec le contour fermé simple C, forment la frontiére d'une région fermée dans
laquelle f est holomorphe et dont l'intérieur est un domaine multiplement connexe constitué
des points a l'intérieur de C et extérieurs a chaque C,,.

Axe imaginaire

Y

Axe reel

Figure 4.1 : Illustration du domaine et contour pour le théoréme des résidus de Cauchy

Ainsi, d'apres 1’application du théoréme de Cauchy-Goursat a de tels domaines nous aurons :
fc f(Z)dZ - ;(l=1 ka f(Z)dZ =0.
Ce qui implique [, f(z)dz — fcl f(z)dz — sz f(@)dz -~ [. f(z)dz=0.
Donc : fc f(2)dz = fcl f(2)dz + sz f(2)dz + -+ fcnf(z)dz.
Et comme [, f(z)dz = 2mi.Res,—,, f(2).
Il résulte :
fC f(2)dz = 2mi. Res,=,, f(2) + 2mi.Res,—,,f (z) + -+ + 2mi. Res,=, f(2).
= 2mi (Reszzzlf(z) + Res,—5,f(z2) + -+ Reszzznf(z)).
= 2Mi =1 Resz:zkf(z)-

Exercice 4.4

1
Calculer [. z?ezdz, ou C est le cercle |z| = 1 orienté positivement.
Solution

Soit f(2) = Zzei. Le contour C est le cercle |z| = 1 orienté positivement.

La fonction f est holomorphe pour tout point z € C — {0}. En particulier f est holomorphe en
0 < |z|] < 1. Le seul point singulier a l'intérieur de C est z = 0.

Par I’application du théoréme des résidus on a :

J. f(2)dz = 2miRes,—f (2).
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Et Reszzof(z) =C_q.
f(2) =35 _wcpz™ ot 0 < |z| < oo.

w Z'
= Yo = ol |z] < w.
1
Donc ez = Z;?:O%Oﬁ |z| < 0.
Et f(2) = 2* Yoo

oo z2 ™ _
f(Z)=2n=0 oy = 72 +Z+E+?+T+m

= Yo g I0u0<|z|<oo

z"n!

i

Donc Res,—,f(z) = ; = % et fc f(2)dz = Z?m' =

Exercice 4.5

Calculer f ( +1) ———dz, ou C est le cercle |z| = 2 orienté positivement.

Solution

Soit f(z) = ( +1) Le contour C est le cercle |z| = 2 orienté positivement. Nous remarquons
que f est une fonction rationnelle ayant un zéro z = —2 et deux poles z = O et z = —1.

La fonction f est holomorphe en tout point z € C — {0, —1}. Les deux points singuliers isolés
se trouvent a l'intérieur du contour C.
Ona: [. f(2)dz = 2mi[Res,—of (2) + Res,—_,f(2)].
Le calcul des résidus pourra se faire par deux méthodes différentes a savoir 1’application du
cas de fonctions rationnelles présentant des pdles simples ou multiples ou par I’application du
théoréme 4.1.
Par I’application de la définition 4.1 et puisque la fonction f a un point singulier isolé
en z=0. Par conséquent f a une représentation en séric de Laurent donnée
par f(2) = Yp-_wCpz™ dans le domaine 0 < |z| <1 (Domaine ou la fonction f est
holomorphe).

z(z+1)"

z+2 1

z zZ+1

z+2 1

f(Z) — z+2

z "1-(-2)

_E Y (=12 ot |z| < 1.

= ( +2). Eo(-1)"z"
= Yn=o(—D)"z" + 2 Z?zozo(_l)nzn_l-
=[1—-z+z22-2+-]+2[z7'-1+z—2%2+--].
Donc Res,_qf(z) = 2.
Selon la définition 4.1 et puisque la fonction f admet un point singulier isolé en z = —1. Par
conséquent f a un développement en série de Laurent donnée par f(z) = Ype—o Cn(z + 1
dans le domaine 0 < |z + 1| < 1 (Domaine ou la fonction f est holomorphe).

f( ) - Z(z+1)

__z+2 1
z4+1 " (z+1)-1"
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1 -1
o (1 +m)'1—(z+1)'
1 0 N
=— (1 +m).2n=0(z +1D"oulz+ 1| <1.

= —Ymoz+ D" =X o(z+ DL
=—[1+CZ+D+@E+1)2+]-[E+D ' +1+@E+D+(E+1)>*+-]
Donc Res,—_;f(z) = —1.

Et finalement on a : fc f(z)dz = 2mi[2 — 1] = 2mi.

Axe imaginaire

Figure 4.2 : Tracé du cercle orientée positivement définit par |z| = 2 et des points singuliers
z =0,z = —1 (Exercice 4.5)

Exercice 4.6

e isin(z)

Calculer f c Zzz—_ndz’ ou C est le cercle |z| = 2 orienté positivement.
Solution

. Zeisin(z)
Soit f(2) = Py —

Le contour C est le cercle |z| = 2 orienté positivement.

La fonction f est holomorphe en tout point z € C — {—%,%} Ces deux points singuliers se

trouvent a l'intérieur du contour C.
Par conséquent :

fc f(z)dz = 2mi [Reszz_gf(z) + Reszzgf(z)]. Puisque z = ig sont des zéros pour
2 2

Q(z) = 4z? — m et ne sont pas des zéros pour P(z) = zeS"™#),
. . Zeisin(z)
Ce sont des pdles simples pour ppe—
Sachant que : Q'(z) = 8z
_geisin(—g) -
Res zZ) =205 =—.
Z:—gf( ) 8(—%) P
3 geisin(g) 3 ei
T -_—
;) 8
zelsin() et el 2mi [el+et Tl .
Donc [. f(z)dz = [, 4z = 2mi ?-I_E] = T[ . ] = ~-cos(i).
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4.5. Résidu a l'infini

Le résidu a l'infini est un outil astucieux qui peut parfois nous permettre de remplacer le
calcul de nombreux résidus par le calcul d'un seul résidu.

Soit f une fonction holomorphe sur et en dehors du cercle C dont le centre est un point sur le
plan complexe et dont le rayon est suffisamment grand. Nous définissons le résidu a l'infini
Res,_f(2) par la relation suivante:

ReS,—of (2) = = f(2)dz = == [ f(2)dz = —b,.

On note que b; représente le coefficient du terme é dans le développement en série de

Laurent de la fonction f a l'infini.

Proposition 4.2

Si la fonction f est holomorphe pour tous points du plan complexe a I'exception d'un nombre
fini de points singuliers qui se trouvent a l'intérieur du cercle dont le centre est l'origine et le
rayon est suffisamment grand pour que tous les points y tombent a I’intérieur. Alors :

Yk=1ReS;=z,f(2) + Res;=oof (2) = 0. (4.11)

Preuve

D’apres théoréme des résidus de Cauchy on a :

ﬁ J. f(2)dz = ¥}, Res,, f(2). (4.12)
Et Res,—of (2) = ﬁf_cf(z)dz = —%fc f(2)dz (4.13)
Ce qui implique que —Res,—f (2) = ﬁ ) ¢ f(2)dz (4.14)

En comparant les équations (4.12) et (4.14) nous obtenons :
Z;{lzl ReSZ=Zkf(Z) = _ReSZ=OOf(Z) > ce qul donne Z;{lzl ReSZ=Zkf(Z) + Res =OOf(Z) = 0

Théoréme 4.2

Soit € un contour fermé simple orienté positivement. Si une fonction f est holomorphe
partout dans C a l'exception d'un nombre fini de points singuliers a l'intérieur de C, alors

[, f(2)dz = 2miRes,— |5 fC)| (4.15)
Preuve(Exercice)

Exercice 4.7

Calculer [ (

c mdz, ou C est le cercle |z| = 2 orienté positivement.

Solution

: 1
Soit f(z) = m
La fonction f est holomorphe pour tout point z € C — {1, —i, i}. Les points singuliers z = 1,
z = —ietz =i se trouvent a 'intérieur de C.

Le contour C est le cercle |z| = 2 orienté positivement.
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Par I’application du théoréme des résidus on peut avoir :

Jo f(@)dz = 2mi[Res,—,f(2) + Res,if (2) + Res,—_if (2)].
Ou par I’application du théoréme 4.2 du résidu a I'infini on aura :

fC f(2)dz = 2miRes,, [Zizf(i)],

1 (l) -1 1 - —Z
20\ 2 (@) en]  CDE
Cherchons maintenant Res,_,, [Ziz f (é)].

=S G) =) _wCpzou 0 < |z| < 1.

72

Remarquons que Ziz f G) est holomorphe au point z=0 ce qui implique que
1 1

Res,—, [z_Zf(Z)] =0, donc [, f(z)dz=0.

4.6. Lemmes de Jordan

Dans I'évaluation des intégrales, il est parfois nécessaire d'utiliser les lemmes de Jordan.
Cependant, pour mener a bien les calculs il est indispensable de connaitre le comportement de

fFR f(2)dz ou Ty est un arc de cercle d’ouverture constante et — oo.

Lemme 4.1 (Lemme 1 de Jordan)

Soit a un pole simple et soit Iy un arc de cercle de centre a et d’ouverture a = 6, — 64,
alors :Il?i_r)ré fFRf(Z)dZ = iaRes,—,f (2). (4.16)
Lemme 4.2 (Lemme 2 de Jordan)

Soit ['g un arc de cercle de centre a et de rayon R.

i lim |z||f(z)| = 0 alors Lim fFRf(z)dz = 0. (4.17)
resp R—oo resp R—»o

Lemme 4.3 (Lemme 3 de Jordan)

Si |f(2)| < Mg sur un demi cercle Cy centré a I’origine et de rayon R dans un demi plan et si
Mg — 0 quand R — oo, alors, pour tout m > 0,

a) }%l—‘,;go fCRf(Z)eimde = 0. Si Cy est dans le demi-plan supérieur Im z > 0. (4.18)
b) Igllgo fCRf(Z)e_imZdZ = 0. Si Cy est dans le demi-plan inférieur Im z < 0. (4.19)
c) Igl_rl}o fCRf(Z)e"mZdZ = 0. Si Cy est dans le demi-plan droit Re z > 0. (4.20)
d) Igllgo fCRf(Z)emzdz = 0. Si Cy est dans le demi-plan gauche Re z > 0. (4.21)

4.7. Application du théoréme des résidus au calcul intégral
4.7.1. Intégrales trigonométriques

La premiére des applications du théoréme des résidus est le calcul d'intégrales
trigonométriques de la forme :

J." H(cos(8), sin())de, (4.22)
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ou H est une fonction rationnelle de ses arguments et telle qu'elle est définie dans l'intervalle
0<06<2m.

Proposition 4.3

foan(cos(H),sin(H))dH = 2mi Y3, Res,—, [ (2).
Ouf(z) =—H(

z4z7 1 z-z71

2 72

)et |12, | < 1. (4.23)

Preuve

Nous voulons transformer cela en une intégrale de contour complexe afin de pouvoir
appliquer le théoréme des résidus. Une fagon de procéder est la suivante.

Pour cela nous considérons le contour I' paramétré par z = e pour 6 € [0,2m] qui représente
le cercle unité parcouru une fois au sens positif.

Ona:z = cos(0) + isin(8)

Et é = cos(0) — isin(0).

. . . 1
Par conséquent, nous pouvons résoudre pour cos(0) et sin(8) en termes de z et — comme

suit:
cos(9) =2 e =—(z+—) et sin(9) = == =—,(z——).
2 2 z 21 21 z

De méme, dz = d(eie) = ie'?df = izdh, d'ou db = édz. En mettant tout cela ensemble,

nous obtenons :

[ H(cos(8),sin(6))d6 = [ ~H (% (z+2),1(z- 1)) dz.

z) ' 2i z

fozn H(cos(@), sin(@))dG = fr s (Z+z—1 ’ z—z—1) iz (4.24)

iz 2 21

L’équation (4.24) est l'intégrale de contour d'une fonction rationnelle de z, et peut donc étre
calculée en utilisant le théoréme des résidus:

J." H(cos(8),sin(8))d6 = 2mi Xf. Res,—,, f(2) ou |z,] < 1.

z4z71 z-z71
2 20
fraction rationnelle de f(z) qui sont a P’intérieur du cercle |z| = 1. Cette situation est

illustrée par la figure 4.3.

)

Ou f(z) est la fonction rationnelle f(z) = éH ( ) et z, sont les poles de la

Axe imaginaire
-
i
r
= = coslB) +isin(F) L l
- 8 — T
" o 2 Axe réel
- |

L'intervalle [0,27] d'intégration Le contour I' d'intégration de f(z)
deff[cos(ﬁ],sht(ﬂ])

Figure 4.3 : Le changement des variables d'une intégrale définie sur [0,27] & une intégrale de
contour autour de I'.
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Exercice 4.8

2m 1 2n
Montrer que st 0 =5

Solution

En posant z = e pour 8 € [0,21r] et df = édz nous obtenons sin(@) = %(Z —z™b.

Nous définissons le contour I' dont I’équation est : [z| = 1.
Donc :

2r 1 _ 1 1
fO 5+4sin(6) do = fF [5+4(%(z—z‘1))] iz az.

_ 1
T T 5iz+272-2
_ 1
T IT 22245iz-2

= 2mi Yy=1 Res,—,, f(2) ou f(2) =

La fonction f admet deux points singuliers (z; = —2i,z, = —El) qui représentent les

1
zavsiz o 12k < 1.

solutions de I’équation 2z2 + 5iz — 2 = 0.
Nous remarquons que le point z; se trouve a I’extérieur du cercle unitaire I' , alors que le
point z, est a I’intérieur de T'.
Donc :
21 1 .
Jo =40 = 2mi Y- Res,—,, f (2).

5+4sin(0)
= 2mi 22:1 Reszz_lif(z)-
2

= 2mi (—%i).

2n
==
Exercice 4.9
21 1 21 N
Montrer que fo md@ =7— ou lal < 1.

Solution

Considérons le cercle unitaire C parcouru au sens positif et qui est définit par la
paramétrisation z = e pour 8 € [0,27].

Ce qui nous donne les différentiels symboliques suivants :

dz = d(e™®) = ie®df = izd6 et d6 = —dz.

En remplacant dans I’intégrale donné on obtient :

21 1 1
Js 1+acos(6) 49 =J; [1+a@(z+§))ladz'

_ 2
T JC 2iz+iaz2+ia
2 1
? C az?42z+a
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2 . \
=2 (2mi) 5}~y Res,_,, f (2) ol f(2) =
L’équation 2z2 + 5iz — 2 = 0 admet deux solutions :

-1-vV1-a? -14+vV1-a?
2=y et z, =———.

et |z,| < 1.

az?+2z+a

Donc la fonction f admet deux points singuliers z,et z; .
Le point z; se trouve a I’extérieur du cercle unitaire C , alors que le point z, est a I’intérieur
deT.

En effet :

—1— —a2 1 — 2 —3 —
|z,| = |2 Vi—a?| _ |-1-Vi-a?| _ [1+V1-a?| _ 1+Vi-a S R

a lal lal lal lal a2
1—(1-a?

2122] = Illzg = E5 = 1
D’ou:

1

=—<1.
|z, | ]
Donc :
21 1 2 i

fO 1+acos(9) do = ?(an)ReSZ=ZZf(Z)-

2, ] 1
=@ e

=1 (57=)
— 21
1-a?

4.7.2. Intégrales de fractions rationnelles de type f_+:: f(x)dx

Soit f une fonction a valeur réelle continue pour tout x. La valeur principale de Cauchy (v.p.)
de l'intégrale f::o f(x)dx est définie par :

+0o0 . R
v.p.J_ fx)dx = Jim J_p Flo)dx. (4.25)
A condition que la limite existe.
Remarque 4.3

Pour toute fonction paire, on a la propriété suivante :

fy f@dx =2 [5 feodx = [1 fO)dx = 2 [ f(x)dx. (4.26)

Les intégrales fj;o f(x)dx ont un processus général a évaluer. Pour cela on considére le
contour C, qui se compose du segment de droite sur 1'axe réel a partir de [—R, R] et du contour
Cr définit par 1’équation z = Re'®ou 6 € [0,2m].

Puis par I’application du théoréme des résidus on écrit :

[o f@dz = 2mi S}y Res, 5, f(2)
lim fo f()dz = Jim O f(dx + Jim [ f(2)dz (4.27)

Que I’on peut étre écrire de la fagon suivante :
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lim f_RRf(x)dx = 2mi Y=y Res,=;, f(2) — lim fcR f(2)dz. (4.28)

Exercice 4.10

Calculer fo o 2+1)2 dx.

Solution

Soit la fonction f définie pour tout nombre complexe z par f(z) = G

La fonction f présente deux pdles d’ordre 2 aux points z; = —i et z, = i. Le point z, = i est

la seule singularité de f dans le demi-plan supérieur.
Pour cela on considére un contour C, qui se compose du segment de droite sur l'axe réel a
partir de [—R, R] et du contour Cy qui représente la partie supérieure du demi-cercle définit
par ’équation z = Re'® ou 6 € [0,27].
Par I’application du théoréme des résidus de Cauchy on a :
J. f(2)dz = 2miRes,-;f (2).
En utilisant les propriétés des intégrales et la définition de la valeur principale de Cauchy
(v.p.) on peut écrire :

) R .
J. f(@)dz = 2miRes,_if (z) = [, f(x)dx + fch(Z)dZ = 2miRes,—;f (2).

=2 fORf(x)dx + fCRf(Z)dZ = 2miRes,—;f (2).

= [ f0)dx = —% I f(2)dz + miRes,_if (2).

Calculons le résidu au point z, =i :

. d . 1
Res,_f(z) = hm—[(z - l)zm]'

z—n dZ (Z+l)3]

(21)3
1

4i’
En remplacant le résidu calculé on trouve :

R 1 _ 1 1
fo ey dx = - fCRf(z)dz +mi
1 T
= —EfCRf(Z)dZ + Z

Montrons que (2)dz tend vers zéro lorsque R tend vers 1’infini :
que Je. q

Pourz € Cg on a,
22+ 1] =122 -1=R*~-1> -

|z2+1| — R2-1

1 \ _
2112 < R_1? ouM = (RZ B ——— et L =7R.

Ce qui donne :

R 1 1
|fCR fO (z2+41)2 dZ| < (R2-1)2 mR.

Mais lim [%] = 0.

R—-+
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. R b3
Alors Rl—L)TOO fO mdx =0+ Z
+ oo 1 T
Donc fO mdx = Z

Proposition 4.4

Soit f une application holomorphe sur D sauf en un nombre fini de points non réels.

Supposons que I’intégrale fjozo f(x)dx existe et que lim zf(z) = 0. Alors :
Z—00

[ f(2)dz = 2mi P Res,—,, f (2). (4.29)
Preuve

Les singularités de la fonction f'sont dans le disque ouvert D(0; R) pour R > 0 assez grand.
Pour un tel R, il vient d’apres le théoréme des résidus que :

f_RR f(x)dx + fyR f(Q)d¢ = 2mi ¥i_, Res,—,, f(2) ol yg est le demi-cercle supérieur décrit

dans le sens direct.
L’estimation standard des intégrales complexes donne :

S, F(©de| < mRIfly,.

L’hypothése lim zf (z) = 0 entraine : lim R|f],, = 0. Et par suite le résultat.
Z—00 Z—00
P(x)

Si f(x) = @ ou P(x) et Q(x) sont des polyndomes a coefficients réels de degré m et n,

respectivement, alors f(x) est appelée une fonction rationnelle. Nous montrons maintenant
comment le théoréme des résidus peut étre utilisé pour obtenir la valeur principale de Cauchy
de l'intégrale de f(x) sur (—oo, +0).

Nous supposons que :

) n=m+ 2.

2) Q(x) # 0 pour tout x € R.

Sous ces conditions si zy, Z,, ..., Z, est I'ensemble des zéros du polyndome Q (x) qui sont dans
le demi-plan supérieur, alors on a :

fj;o % dx = 2mi Y1 Res,=,, %.
On considere un contour fermé simple C constitué¢ du segment de l'axe réel allant de z = —R
a z = +R et de la moitié supérieure du cercle Iy, centré a I’origine , de rayon R assez grand
pour entourer tous les points singuliers (z;, z,, ..., Zz,) de f ayant une partie imaginaire
Im(z,) =00uk =1,23,..,n.

Axe imaginaire

Figure 4.4 : Contour pour évaluer f:: f(x)dx

110



Chapitre 4 : Théorémes des résidus et applications aux calculs d’intégrales

Par I’application du théoréme des résidus on a :
R : \
J. f@dz= [, f(z)dz + fFRf(Z)dZ = 2mi Yx_, Res,—,, f(2) ou Im(z) = 0. (4.30)

Montrons par I’application du Lemme de Jordan que RliT f Ie f(2)dz=0:

PD| . P@)
ol = tm lzhee =

Donc Rl_l)zrnoo er f(z)dz = 0.
Par conséquent :

® P(x)
f_mQ(x) dx = 2mi Yz_, Res,,, f(2).

Rl—lzl-noolzf(Z)l - zl—l>z,|-noo |Z

Exercice 4.11

dx.

Calculer [

o (x 2+4)3
Solution

1 1
(z244)3  (z+20)3(z-2i)3"

La fonction f présente deux poles d’ordre 3 aux points z; = —2i et z, = 2i. Le point z, = 2i
est la seule singularité de f dans le demi-plan supérieur. Calculons le résidu au point z, = 2i.

Res;=if (2) = 5 lim —[(Z - 20°f(2)].

Posons f(z) =

1 ;
T2 Z_>21 dZ2 (Z+Zl)3]

2 Z—>21 dz [(Z+21)4]

1
m ]
22-)21 (z+21)5
3i

512 °

Par conséquent :
[19 A dx = 2miRes,pif (2) = 2mi (= 2L) = 22

—00 (x2+4)3 512 256
Exercice 4.12

+o0  2x%-1
Calculer [~ ——
—00 x445x2+4
Solution
Pour x = z nous obtenons f(z) = 2281
z4+5z2+4 "
La fonction f admet quatre points singuliers z; = —i, z, =i, z3 = —2i et z, = 2i qui

représentent les solutions de 1’équation z* + 5z% + 4 = 0. Seuls z, =i et z, = 2i ont des

parties imaginaire positives. Elles appartiennent au contour C constitué de : [-R, +R] + I}R.

Alors :

J-+oo 2x%2-1
—00 x445x2+4

dx = 2miRes,_;f (z) + 2miRes,—,;f () .

2z%-1 1i
z—>l (Z+L)(z+21)(z 2i) 2

Res,=if (z) =lim(z — Df (2) =
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2
Res,—,if (2) = Zli_)nzll.(Z —Df(z) = lzl_fgm = —Zi-
Donc :

+o0  2x2%-1
Lo Foeerna

(1. . 3.\ _ 3m _mw
dx = 2mi (El) + 2mi (—Zl) =T+ =2,
4.7.3. Intégrales de fonctions multiformes

La difficult¢ dans le cas des fonctions multivalentes réside dans la possibilité qu’ont ces
fonctions de sauter d’une branche a 1’autre, suivant le parcours effectué. Par exemple si la
variable z a décrit un cercle C de centre O et de rayon R dans le sens positif, son argument
augmente de 27 et la fonction change de branche. De ce fait elle change de valeur et les deux
intégrales le long de parcours infiniment proches ne se compenseront pas forcément, comme
nous allons le voir dans I’exemple suivant.

Exercice 4.13

+o0

a
Calculer I’intégrale suivante fo :i—xdx pour —1 < a <0.

Solution

La fonction z“ est clairement multiforme car :

7 = rei(6+2kn) = 70 = raei(6a+2kna)

Pour rendre cette fonction univalente, on peut choisir la coupure de Riemann définie par demi
axe réel positif. Dans ce cas on choisit un contour d’intégration longeant le demi axe réel sur
lequel on cherche a calculer I’intégrale.

Pour fermer le contour on parcourt dans le sens horaire le cercle I = C(O,R), avec R > 1,
puis le demi axe réel positif parcouru dans le sens décroissant et, dans le sens anti-horaire le
cercley, = C(0,r) ,avecr < 1.

Ce contour est représenté par la figure 4.5. On note C = [AB]JUIRU(—[A'B'IU(-¥,))

o

Axe imaginaire

Yr

ya

Axe reel

Figure 4.5 : Contour d’intégration "Trou de serrure"
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La fonction intégrée a deux poles en z = 0 et en z = —1. Seul le pole en z = —1 est dans le
contour d’intégration. Par ’application du théoréme des résidus on trouve :

J. f—fzdz = 2miRes,—_,f(2) = 2mie™.

Sur le segment [AB], on a z = xet dz = dx. Sur le segment [A'B’], on a z = xe®
dz = dx. On adonc :

0 et

x@ R x@ xa R x%ei2ma x@
—dx =] —dx+ |, —dx— dx — | —dx
fC 1+x fr 1+x fI‘R 1+x fr 1+x fYr 1+x
; R x% x@ x®
=(1—e?m) [T —dx+ [ —dx— [ —dx.
( ) fr 1+x fFR 1+x f\’r 1+x
On cherche alors a évaluer la contribution des deux cercles, pour cela on utilise 1’inégalité
fondamentale pour majorer ces intégrales

ifa a
< (4.31)

1-r

rle
1+reif

L’inégalité fondamentale donne donc :
a+1

Sur le cercle y, = C(0,r),ona:

2nr

oy 2z x| < = > 0 pour - 0. (4.32)

Autrement dit, I’intégrale sur y, est nulle lorsque r tend vers 0.
R%

Ra
Sur le cercle [R = C(O,R),ona: TReT0

= 3
L’inégalité¢ fondamentale donne donc :

2nRa+1

oo 1z x| < 22— 0 pour R > o, (4.34)

ifa

(4.33)

Autrement dit, I’intégrale sur [y est nulle lorsque R tend vers oo.
Finalement, en passant aux limites : 7 = 0 et R — oo, I’intégrale sur le contour C devient :

Jo popdr = (1 - e#m) [ 5 dx = 2rie™.

Ce qui donne le résultat final :

j-oo x® X = 2miel™® 2mi _ s _ n
0 1+x ~ (1-e2ima)  (g-ima_gima) T (ei”a—e_i"a) T sin(ma)’
2i

4.8. Formule des compléments

La fonction gamma d’Euler I'(z), se définit par l'intégrale :

I'(z) = [ "t*Te"tdt o Re(z) > 0 et t*~1 = DO ¢ €10, +oo]. (4.35)
Proposition 4.5

Pour tout z € C \ Z, on a la formule des compléments :

rri-z) = Sin’(fm). (4.36)
Preuve

Soit a € ]0,1[. En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :
o q-1 -t o _a _-s to rt® _gia-1_-t-s
Frr(—a)=(J; t*tetdt)(f] s e *ds)= [ [ s *t* e "*dtds.

+00 ~+00 t\* _ dt
= [0 (5) enetias T
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, dont le jacobien est :

S |l

I«

1w 4
~

u
On appliquant le changement de variables suivant : {

1 1
det|1 -s
t  t2

On en déduit donc :

-S 1 1 N 1 v
———l==-4==-4+-=—
t2 t| t t2 t t

_ __ [t o0, _ydudv oo 1 +oo ., _ [t 1
r@r-a)=[ [, v % — = Js oTD J, eMdudv = | oD 4v-
Le lemme suivant termine la preuve.
Lemme 4.4
s 7 s . . L[t 1 _ s
On a I"égalité suivante : Va € 0,1 = [ oDt = v (4.37)

Il existe plusieurs manicres d'introduire la fonction I' d'Euler et celle-ci posséde de
nombreuses propri€tés remarquables.

Propriétés 4.1

1. I'(z) est défini et analytique dans la région Re(z) > 0.

2. La fonction I'(z) vérifie la relation fonctionnelle suivante :
I'(z+1) =2zI(z), Re(z) > 0. (4.38)
Ce qui implique la relation de récurrence : I'(n + 1) = n!, pour l'entier n = 0.

3. La fonction I'(z) est holomorphe pour Re(z) > 0.
En outre, on a pour tout n € N et pour tout z € C ou Re(z) > 0, I'expression suivante :

r™(z) = [7* "1(In(t)) et dt. (4.39)
4. On peut prolonger la fonction I'(z) au moyen de la formule I'(z + 1) = zI'(z), Re z > 0,

en une fonction holomorphe sur C \ {—N}.
5. Pour Re(z) > 0,o0na:

_ (T® ., z-1 -t — i n _t n z—1
r@z=f;"e e tde = lim [; (1 n) 71 dt. (4.40)
6. Onapour Re(z) > 0, la formule de Weierstrass :
1 vz AP
r = 2 = (1 + n) en (4.41)

ou vy est la constante d'Euler (y = liT (22:1% - ln(n)) =0,57721 ...
n—-—+oo
7. Formule de Stirling :

I'(2) = V2mz?*'/2e~% pour |z| assez grand et Re(z) > 0. (4.42)

En particulier n! = v/2an"*/2e", (4.43)
8. Formule de duplication de Legendre :

22271r()I(z + 1/2) = rl (22). (4.44)

Exercice 4.14

m

Utilisez les propriétés de I' pour montrer que : I’ G) =+metl' G) =
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Solution
On a I'(1) =0!'=1. La formule de duplication de Legendrepour z =% donne

201 G) r(1) = var(),donc I G) — V7.

rG)=rGen)=2r()=5
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Chapitre

S

Applications

5.1. Introduction

On définit dans ce chapitre, pour les fonctions d’une variable complexe, I’équivalence entre
holomorphie et analyticité. Nous étudierons par la suite le théoréme de Gauss sur la valeur
moyenne, le principe du module maximum et le théoréme de Liouville.

Ce chapitre présente aussi d'autres sujets importants tels que le théoréme fondamental de
l'algebre, la définition des fonctions méromorphes, le principe de I’argument et le théoréme de
Rouché qui représente un outil assez pratique pour trouver le nombre des zéros d’une fonction
dans un ouvert du plan complexe. Enfin nous introduisons le de calcul d’intégrales sur des
contours particuliers par la méthode des résidus.

5.2. Equivalence entre holomorphie et analyticité

Soit U un ouvert de C, et soit f une fonction de U dans C.

On dit que f est analytique en un point z, € U, si pour tout point z, il existe un disque ouvert
D(zy, 1) < U tel que f(z) s’écrit comme une série entiére en (z — z,) selon :

f(2) = Xnzo an(z — 20)™.

Et on dit que f est holomorphe sur U si elle est analytique en tout point de U.

Le plus grand cercle |z — zy| = R tels que Yoo a,(z — zy)™ converge en chaque point a
l'intérieur de celui-ci s’appelle le cercle de convergence.

Corollaire 5.1

Si f(z) =Ym0an(z—29)" a un cercle de convergence |z —z,| =R, alors f(z) est
holomorphe en chaque point du disque ouvert |z — z,| < R.

Remarque 5.1
Ce corollaire est utile pour établir I'analyticité des fonctions et pour évaluer les limites.

Exercice 5.1

sin(z)
Soitf(z)z{ z ,z¢0.
1,z=0

(a) Montrer que f est une fonction enticre.
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(b) Calculer ling f(2).
zZ—

Solution

a) Montrons que f(z) s’écrit de la maniére suivante f(z) = Yoo @,2™ ou |z]| < 0.
Sachant que :
_ D" on+t
sin(z) = Y=o i
(D" 420
Or Y=o (2n+1)'

f(z) =1 aupoint z = 0.
Done f(z) = S ot

2n+ 1)!
b) Puisque f est enticre alors elle est continue en tout z € C et par conséquent :

lim f(z) = f(0) = 1.

z"ou 0 < |z]| < oo,

—-1)n
ou |z| < oo, il vient mz(z) Yo S

(2n+1)'

—1——z + z + -+ vaut 1 au point z = 0.

" pour tout z € C. Ce qui veut dire que la fonction f est entiére.

Remarques 5.2

+ La série entiere f(z) = Yp—pan(z —2zy)™ peut-étre dérivée terme par terme.
Autrement dit, a chaque z a l'intérieur du cercle de convergence de cette série.
f'(z) = ¥ 1na,(z — zy)" 1. Par conséquent f(z) est indéfiniment dérivable sur U
Autrement dit une fonction analytique est holomorphe.

4+ Pour une fonction f analytique en un point z, € U ; alors les coefficients a,, du
développement en série entiére de f au voisinage de z, sont donnés par :

Gy =2 f™(z) = [ LD dz.

C (z-z )n+1

4+ Le développement en série entiére de f en z, coincide avec son développement de

2mi

Taylor.
+ Les dérivées successives d’une fonction analytique sont aussi analytiques.

5.3. Théoreme de Gauss sur la valeur moyenne
Théoréme 5.1

Si f est holomorphe dans U et z, € U, alors f(z,) est égale a la valeur moyenne de f prise
autour de la frontiere de tout disque centré en z, et contenu dans U. Autrement dit :

f(z0) =5 [." (2o +1e®) d6 ot D(zo,7) € U. (5.1)

Preuve

Soit C un cercle de centre z, et de rayon r. f est une fonction holomorphe sur et a I’intérieur
du cercle.

On peut paramétrer C de la fagon suivante :

z(t) = zo +rel? ou 0 € [0,21] et dz = ire®do.

Par la formule de Cauchy, nous pouvons écrire:

f@0) = 5= fy " F2 dz.

2mi

- LIZ”Merd@
2mi Y0
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_ 1 r2m i0

_ano f(zo+1e'?)do .
On peut dire que la propriété de la valeur moyenne indique que f(z,) est la moyenne
arithmétique des valeurs sur le cercle.

5.4. Théoréme du Maximum

Soit f une fonction de la variable complexe. On dit que |f| admet un maximum local relatif
en z = z, s’il existe un voisinage U de z, tel que :

vz e U:|f(2)| < |f (zp)] . (5.2)
Si I’inégalité est stricte, ie. : Vz € U: |f(z)| < |f(2y)], alors le maximum local est dit strict.
5.5. Principe du module maximum

Une des conséquences importantes du théoréme de Cauchy est le résultat connu sous le nom
du principe du module maximum qui dit que pour une fonction holomorphe non constante f
sur un domaine (ouvert et connexe) D, alors le module |f| ne peux pas avoir un maximum
(minimum) dans le domaine D.

Proposition 5.1

Supposons que f ait un développement en séries enticres définie par :
f(2)=Yroan(z—2y)" ou z € D(zy,R) etsi0 <r <R.

Alors :

Siizolanl?r? = o= [77|f (2o + e o,

Preuve (Exercice)

Proposition 5.2

Soient D un ouvert connexe de C et f: D = C une fonction holomorphe. On suppose que le
disque fermé de centre z, et de rayon r est inclus dans D. Alors :

zo)| < max |f(zo +1e'?)|. 53
Pzl < max |F(zo +re) 53
Avec égalité si et seulement si f est constante sur le disque D(z,, 7).

Preuve

On suppose que : |f(zo + rei9)| < |f(zo)| pour tout 8 € [0,2m].

Et supposons que f(z) = Yoo an(z — zy)™ pour tout z appartenant au disque fermé de centre
Zy et de rayon r.

D’apres la proposition 5.1 on a :

n)
f(2) = ¥, [—2

n!
De ce faitona: vn € N*, a, = 0 et f(z) = f(z,) pour tout z appartenant au disque fermé de

centre z, et de rayon r. Puisque D est connexe , alors fest constante sur D.

2
r2n =L (2 £ (20 + 7ei®)|” d6 < | (20)]? = laol®.

21
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5.5.1. Principe du module maximum (Premiére version)
Proposition 5.3

Soient U un ouvert connexe et non vide de C et f: U — C une fonction holomorphe. Si |f]
admet un maximum local en z, € U, alors f est constante sur U.

Preuve

Puisque la fonction fadmet un maximum local en z, € U, on peut trouver un disque ouvert
D(zy,7) ot D(zy,7) C U tel que: Vz € D(zo,7) : |f(2)] < |f(20)].

Par conséquent, en se basant sur la proposition précédente, la fonction f est constante sur U.
5.5.2. Principe du module maximum (Deuxiéme version)

Proposition 5.4

Soit U un ouvert connexe et borné dans C. Soit f une fonction définie et continue sur
I’adhérence U de U et holomorphe sur U. Soit M le maximum de |f| sur la frontiére de U.

On définit la frontiere de U par dU.

Alorsona:

£ Pourtoutz € U, |f(2)| <M ;
+ Si|f(zy)| = M pourun z, € U, f est constante sur f.

Preuve

Puisque U est une partie compacte (3 la fois fermé et borné) de C car elle est connexe et
borné, ce qui fait que la fonction continue |f| atteint son maximum sur U. D’ou Iexistence de

o € U tel que :

| (2o)| < sup|f(z)]. Ici on discute deux cas :
ZeU

1. Pourlecasou z, € dU ona: sup|f(&§)| = |f(z)] et on réalise ’inégalité suivante :
Eedu

vz € U, |f(2)| < suplf(§)I.
feau
2. Pour le cas ou z, € U on déduit du fait que U est ouvert qu’il existe r > 0 qui réalise
D(zy,r) c U alors on déduit que |f(zy)| = [ax |f(ZO +rei9)|. A partir de la
<0=<2T

proposition 5.2 on déduit que |f(zy)| < ,max |f(z0 + rei9)|.
s0<21

Ce qui prouve que |f(zo)| = max |f(z, + ref)].
qui prouve que |f(2o)| = max |f(zo l
Cela implique, bas¢ sur le proposition 5.2 elle-méme, que la fonction est constante sur U et

par la suite sur U du fait que f est continue sur I’adhérence U.
Exercice 5.2

Trouvez le module maximum de f(z) = 2z + 5i sur la région circulaire fermée définie par
lz| < 2.
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Solution

En remplacant z par 2z + 5i dans I’expression|z|? = zZ on trouve :
|2z + 5i|? = (2z + 5i)(2z + 5i).
= (2z + 5i)(2z — 5i) .
=4zz — 10zi + 10zi + 25 .
=4z7—10i(z—2z) + 25.
= 477 — 10i(2ilm(z)) + 25 . Car z — Z = 2ilm(2).
=4zz + 20Im(z) + 25 .
= 4|z|?> + 20Im(z) + 25 .
Remarquons que la fonction f est un polyndome, elle est donc holomorphe sur la région
définie par |z| < 2.
D’apreés la proposition du maximum, erzllgéclzz + 5i| se produit sur la frontiére |z| = 2. Par

conséquent, pour |z| = 2,ona:
max|2z + 5i] = max|2z + 5i| =max \/4|Z|2 + 20Im(z) + 25.
|z|<2 |z|=2 |z|=2

La derniére expression atteint son maximum lorsque Im(z) atteint son maximum sur |z| = 2,
c'est-a-dire au point z = 2i. D’ou :
ma§|2z +5i| =/4(2)%2 +20(2) + 25 =81 = 9.

<

||

Exercice 5.3
Trouvez la valeur maximale de |z2 + 3z — 1| dans le disque |z| < 1.
Solution
L'inégalité triangulaire nous donne immédiatement :
|z2+3z—1| <|z|*+3|z| + 1 < 5 pour |z] < 1.
Cependant, le maximum est en fait plus petit que cela, comme le montre 1'analyse suivante.
Le maximum de |z% + 3z — 1| doit se produire a la frontiére du disque |z| = 1 dont la
paramétrisation est :
z(t) = e ou 6 € [0,2r] ; d'ou :
122 +3z - 112 = (22 + 3z - 1)(Z° + 32— 1).
= ((e®)" +3(e®) = 1) ((e7®)" +3(e7) - 1) .
= (20 + 3¢ —1)(e20 + 3¢9 —1).
=11 — 2cos(20).
Ainsi, le maximum de |z? + 3z — 1| est V13 qui se produit & z = +i et du fait que
|cos(20)| < 1.
5.6. Théoreme de Liouville

Proposition 5.5 (Inégalités de Cauchy)

Soit f wune fonction holomorphe dans un domaine simplement connexe D et
C ={z € C:|z — zy| = r} un cercle de centre z, et de rayon r qui se trouve entiérement dans
D. Si|f(z)| £ M pour tout point z de C.
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Alors :
1
Lf® ()| <™ vneN. (5.4)
Preuve
, \ f@ | _If@l M
De I'hypothese |( 2| = gt S oo

Ainsi par la formule intégrale de Cauchy pour les dérivés et par I’application de la proposition
32ona:

P (z)] = 2|f, L dz| < 2t omr =22,

(z—zo)"+1
Le nombre M dépend du cercle C = {z € C: |z — zy| = r}. Mais notons que si n = 0, alors
M = |f(zy)| pour tout cercle C centré sur z, tant que C est compris dans D. En d'autres
termes, une borne supérieure M de |f(z)| sur C ne peut pas étre inférieur a |f(z,)|.

Théoréme 5.2 (Théoréme de Liouville)
Si f est une fonction holomorphe et bornée pour tout point z de C, alors f est constante.

Preuve

C’est une application simple des inégalités de Cauchy. Supposons que la fonction f soit
entiére et bornée. Soit M un majorant de |f| tel que : Vz € C, |f(2)| < M.
D’apres les inégalités de Cauchy (en zy = 0),on a :

1 M
p ™ (0)] < — pour tout 7.

M ) o
Remarquons que gy tend vers zéro quand r tend vers I’infini.

(0) 4N

Comme f est entiére, elle est égale a la somme ) ;- 0 de son développement en 0.

Donc f™(0) = 0 pour tout n > 1 et le développement de Taylor de f en 0O est réduit a son
terme constant.

5.7. Théoreme fondamental de 1'algébre

Théoréme 5.3 (D’ Alembert-Gauss)

Tout polyndme non constant P(z) = a,z" + ap_1z" 1+ --+a;z+a, avec n>1
et a, # 0 a coefficients complexes a; € C possede toujours au moins une racine z, € C c’est
a dire P(z,) = 0.

Preuve

Considérons en effet un polynome non constant P de degré n tel que Vz € C, P(z) # 0. Alors
% est une fonction holomorphe pour tout z € C.

Ecrivons :

1 1

If ()] = =

anz+an—1z" 1+-+asz+ag |z ||ap+an—1z" 14+ +a, 21 M+agz 1|
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Ainsi, nous voyons que |f(z)| = 0 quand |z| - o et conclure que la fonction f doit étre
bornée pour z fini. Il découle alors du théoréme de Liouville que f est constante, et donc P est
constant. Mais c'est une contradiction avec notre hypothése sous-jacente selon laquelle P
n'était pas un polyndme constant. Nous concluons qu'il doit exister au moins un nombre z,
pour lequel P(z,) = 0.

5.8. Fonctions méromorphes

Une fonction f est dite méromorphe si ses seules singularités sont des poles.
Remarque 5.3

On en déduit que sur tout domaine borné, une fonction méromorphe ne peut avoir qu'un
nombre fini de pdles.

Exemple 5.1

Une fonction rationnelle constitue un cas particulier de fonction méromorphe.

La fonction f(z) = qui est holomorphe en tout point a distance finie sauf

zZ
(z+1)(z+2)2
en z = —1 (pdle simple) et z = —2 (pdle double), est une fonction méromorphe.

Théoréme 5.4 (Principe de I'argument)

Soit f une fonction méromorphe dans un domaine simplement connexe (). Soit C un chemin
fermé contenu dans () entourant tous les pdles et zéros de fdans Q. Alors :

e B2 dz = No(F) — Na (). (5.5)

2mi
Ou Ny (f) et Np(f) sont, respectivement, le nombre de zéros et de pdles de f a l'intérieur de
C (multiplicité incluse).

Preuve

f1(2)
La fonction —= o)

est analytique dans et sur le contour C sauf aux points a l'intérieur de C ou f
a un zéro ou un pdle, si z, est un zéro d'ordre n de f a l'intérieur de C, on peut écrire :

f(z) = (z — zy)"@(z) ou @ est holomorphe en z, et p(z,) # 0.

Aprées dérivation nous obtenons :

f'(2) = (z —20)"¢'(2) + n(z — 2)" 9 (2).

Aprés division par I’expression de f(z) on aura :

f1@ _ (z—2z)" @1 (2)+n(z—20)" 1 p(2) _ 9@ n
f (z—20)"(2) o)  (z-zo)

Cette dernicre expression montre que la fonction L (( )) a un pdle simple en z, et le résidu en ce

point est :

f1(z)
Resz=z° m

5 _oN'@ @ _n
= llmz—>20 (Z Zo) f(Z) — llmz—>zo (Z 0) I:(p(z) (Z—Zo)]'
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f1(2)
f(@)
Maintenant, si z,, est un pdle d'ordre m de f dans C, alors on peut écrire :

Res,—,, = lim,_,,,(z — 2,) ((p'(z)) n =0+ n = n oun est l'ordre du zéro z,.

f(2) = 9@ _ _ = (z — z9)"™g(2), ou g est holomorphe en z, et g(zp) * 0.

(z—zo)™
Par dérivation, nous aurons :
(z—29)Mg1(z)—m(z—2zo)™ 1g(Z)
f(z) =—= >

(z—z9)2™m

=(z—2))""g'(2) —m(z — 2

)-m-1

9(2).
Aprés division par I’expression de f(z) on aura :

£12) _ (2-20) " g1(2)-m(z—2) "™ 1g(2)
f@) (z-20)"™g(2) '
_ (z=29) ™g1(2)-m(z—20) """ g(2)
N (z—20)""g(2)
_9@ _m
T 9@ (z-zo)

(2)
f(@)
nous voyons aussi que le reésidu en z, est €gal a —m, qui représente le negatif de I'ordre de
pole de f.

Enfin, supposons que zg,, Zg,, .-, Zg, €t Zp,» Zp s - Zp, SONE les zéros et poles de f dans C et

On voit que la fonction — 9 4 un pole simple en z,. En procédant comme précédemment,

supposons en outre que 1'ordre des zéros est nq, n,, ..., n,- et que l'ordre des podles est my, m,,

ey M.
Alors chacun de ces points est un simple pole de la fonction ;'(—(ZZ)) avec les résidus
correspondants nq, n,, ..., N, et—my, —Mm,, ..., —mg. Il découle du théoréme des résidus que :
f1(2) [vr f1(2) f1(2)
I Fadz = 2m [ Skt ReSomz, Ty Fi T 2k=1 R€Sz=z,, i
= an [Z;=1nk + Zi:l(_mk)]'

= 21i[Ny — N, .

Et par conséquent :

f1(2)
e S5 dz = No(f) = Ne (f).

Corollaire 5.2

Si f est analytique a l'intérieur et sur un contour simple fermé orienté positivement C et si f
est non nul sur C, alors :

1(z)
i de B5dz = No(f). (5.6)

2mi

Ou Ny (f) est le nombre de zéros de f a l'intérieur de C (multiplicité incluse).

Remarque 5.4

La définition du principe de I'argument peut étre écrite sous la forme suivante :

—Acarg(f(2)) = No(f) = Np(f). (5.7)
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Ou:

arg(f(z)) est l'argument de f c'est-a-dire f(z) = |f (2)]|etara(r@), (5.8)
Acarg(f(z)) désigne le changement de l'argument de f(z) sur C.

Exercice 5.4

Soit la fonction f définit par : f(z) = 2241

Trouvez le nombre de tours que la Varlable w fait autour de l'origine lorsque la variable z
trace le cercle C d’équation |z| = 1 une seule fois dans le sens positif.

Solution

2z+1

=2+4+- etf(z)—Z—

L’image du cercle C d’équatlon |z| = 1 est le cercle 6'1 d’équation |w — 2| = 1.

Remarquons que f(z) =

La fonction f présente un seul zéro (Z = —%) et un seul pole (z = 0) se trouvant tous les

deux a I’intérieur du cercle C.

1
Alors : EACarg(f(z)) =No(f)—Np(f) =1-1=0.
Cela veut dire que w ne fait aucun tour autour de l'origine.

5.9. Enoncé du théoréme de Rouché

Théoréme 5.5

Si f et g sont chacune des fonctions holomorphes a l'intérieur et sur un contour fermé simple
C et si l'inégalité |g(z)| < |f(z)] est vraie en chaque point de C, alors f et f + g doivent
avoir le méme nombre total de zéros (en comptant les multiplicités) a l'intérieur de C..

Preuve

Nous commengons par la démonstration de la relation suivante :

f (fr(z)+gr(z)) f f’(Z)
c (f(Z)+g(Z)) = 2midc f(Z)

2mi

Pourcelaona:

o, S ar = L1, d(Log(F@) + 92)

= ;f d (Log [f(z) (1 + ]gcgzi)]) (f (z) facteur commun).

2mf d(Logf(2)) + —f d (Log (1 fEZ))
9(2)

Enposantw =1 + == o on obtient :
f (f'(Z)+g'(Z)) f [z, 1w
2mi ¢ (f(z)+g(z)) = 2midc f(z) o W
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_ 1 f1(z)
= smilc o 92 -
9@

Remarquons que : w(z) — 1 = o

Puisque w = 0 , qui représente la seule singularité de la fonction w — — , se trouve a

I’extérieur du contour I' décritpar: [w —1| < 1.

Puisque tous les points w(z) se trouvent dans le cercle unitaire centré en (1, 0), alors

1 d . :
—Jr TW = 0, on conclut donc que le nombre des zéros des deux fonctions f et f + g est le

méme a l'intérieur de C.
Exercice 5.5

Trouver la valeur de ’intégrale % f c % dzou h(z) = z7 —4z3 + z — 1 et C est le contour

définit par 1’équation |z| = 1.

Solution

Le polynome h(z) admet des zéros et non pas des poéles, alors le nombre de poles Np(h) = 0.
Posons f(z) = —4z3 et g(z) = z” +z — 1.

Nous remarquons que f et g sont deux fonctions holomorphes a l'intérieur et sur un contour
simple et fermé C.

If(2)| =|-4z3| =4|z]>=4et|g(2)|=|z"+z—1| < |z|” + |z| + 1 = 3 pour tout z € C.

Alors : |g(2)| < |f(2)| pour tout z € C.

Donc , en se basant sur le théoréme de Rouché on peut dire que les fonctions f et f + g =h
ont le méme nombre total de zéros a l'intérieur de C.

Puisque le nombre des zéros de f est égale a trois (Ny(f) = 3), alors le nombre des zéros de

. N _ . R R A C)
h est égale a trois (Ny(h) = 3) et par conséquent : mide 7 dz = 3.

Exercice 5.6

Prouvez que les cinq zéros du polyndme h(z) = z° + 3z + 1 se trouvent dans le disque
lz| < 2.

Solution

Nous prenons C comme cercle d’équation |z| =2, et nous considérons la fonction
g(z) = 3z + 1 qui vient s’ajouter a la fonction f(z) = z° pour former la fonction h(z). f(2)
a cinq zéros a l'intérieur de C. Pour tester la condition |f(z)| < |g(2)|, nous estimons la
fonction g(z) = 3z + 1 sur C par:

lg(z)| =13z + 1| <3|z| + 1 =3.(2) + 1 = 7, qui est bien sir strictement inférieur a :
If(2)| = 12°| = |z|° = 2° = 32.

Par conséquent, h aussi a cinq zéros a l'intérieur de |z| < 2.
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5.10. Calcul d’intégrales par la méthode des Résidus
5.10.1. Intégrale sur des contours particuliers

Exercice 5.7

ax

Montrer que [ —dx = Sin?na) onl0<a<l.
Solution
Posons f(z) = o

Et considérons comme contour un rectangle situ¢ au-dessus de 1’axe réel et dont les sommets
sont : R,R + 2mi,—R + 2mi, et—R.

Axe imaginaire

—R +2mi ; R +2mi
< 21l < &
it L
e = -
—R o R Axe réel

Figure 5.1 : Tracé du contour du rectangle définit par—R < x < Ret0 <y < 2mi

Le seul point a I’intérieur de ce contour en lequel le dénominateur 1 + e? de f(z) s’annule est
z = im. Pour calculer le résidu de f en ce point z = im, écrivons :

(z—im)e%?
(z—-im)f(z) = Toz_gin
Calculons :
. . e (z-im)e® . (g)ea(etim) . Qi
ZII_H.I].[(Z lTl.')f(Z) - zh—g‘]l'[ eZ—eim E_I)% eEHIm_pim — e

D’ou : Res,_i;f(z) = —e%T™

Ainsi, le théoréme des résidus offre:

f_RRf(x) dx + foznf(R + iy)idy — f_RRf(x + iy)dx — foznf(—R + iy)idy = 2in(—e®m).
Nous affirmons maintenant que les deux intégrales fozn f(R+iy)idy et | 02n f(—R +iy)idy
tendent vers 0 quand R — oo.

En effet, pour I'intégrale f 2 f(R + iy)idy, dés que R > 1, en majorons on obtient :

a(R+Ly)
1+e(R+L3’)| Y.

2" FR + iyidy| < [

~2me~(1=®R ~—2 0 (Puisque 0 < a < 1).

L’intégrale [ 0271' f(—R + iy)idy se traite de la méme maniére.
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L’intégrale — f R f(x + iy)dx est exprimé comme suit :

R ea(x+Ly)

_ = _p2
_f f(x + ly)dx _f R1+e(x+1y) alﬂf R1+ex
Eten falsant R — oo nous trouvons

[o0)
" dx + 0 — e2ain (R €T 4e 0 = _2igedin
f—oo 1+eX f R 1+eX*
Donc :
0 edx i eim
. —dx = —2in — .
2im

edim_p—ain”
s
2i
i

sin(an) *
5.10.2. Intégrales impropres contenant une exponentielle
Pour calculer I’intégrale f_oooo f(x)e'* dx connue sous le nom d’intégrale de Fourier de la
fonction f, on doit d’abord évoquer les deux théorémes ci-dessous :
Théoréme 5.6

Supposons que :
e f une fonction complexe continue sur un domaine D tel que D = {z € C: |z| = R > 0}
e Pour tous points z € Cr, il existe une constante positive My telle que
Mp = max|f(z)| et hm Mg = 0.

Z€CR
Ou Cy est le demi-cercle dans le demi-plan supérieur décrit par :
Cr ={z € C:|z| = R, Im(2) = 0}.
Alors :

lim fCR f(2)e!** dz = 0. (5.9)

Preuve

Les points du demi-cercle supérieur sont donnés par la paramétrisation suivante :
z = Re'%ou 6 € [0,7].

On écrit donc :

plaz — eia(Reie) — eia(Rcos(0)+iRsin(0)) — @—@Rsin(f)+iaRcos(6)
|eiaz| — e—aRsin(G)'

Pour 0 € [0, g] onasin(8) = % (En se basant sur la fonction sinus).
Par conséquent : —aRsin(0) < —aR %.

260
. . . . _ : —aR%Z
Puisque la fonction exponentielle est croissante on a e ~@Rsin(®) < o= 7

|fcR f(2)e'* dz| < Mg.R [ eoRsin®) gg.
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T , 3 20
= 2Mpg.R [ e~%Rsi0) dg < 2Mg.R [Z e df.

= ZMR(I — e R),

Donc |fCRf(Z)eiaZ dZ| < ZMR(I — eaR)

Partant du fait que e *® < 1 poura > 0etR >0ona |fCRf(Z)eiaz dz| < %MR.

La limite finale du théoréme est maintenant évidente puisque Mg — 0  quand

R - oo,
Alors : Igll(T)lo fCRf(Z)e‘aZ dz = 0.

Théoréme 5.7

Soit f une fonction holomorphe sur C sauf en un nombre fini de points non réels. Supposons
que lim f(z) = 0. Alors :
Z—00

f:: f(x)e'* dx = 2mi Yp_; Res,,, f(2)e'* ou a > 0 et Im(z) > 0. (5.10)
Preuve

Désignons par zy, z,,..., Z, les pdles de f appartenant au demi-plan supérieur Im(z) > 0.
Soit C la courbe formée a partir de la moitié supérieure Cr du cercle dont le centre est
l'origine et le rayon est suffisamment grand pour que tous les points singuliers tombent a
l'intérieur de ce cercle et du segment de droite décrit par (—R < x < +R,y = 0). A partir du
théoréme des résidus on a :

fc f(2)e dz =2mi ¥r_, Reszzzkf(z)eiaz ou a > 0etIm(z;) > 0.

Mais :

Jo f(@)e'" dz = fj:f(x)eiax dx + fcR f(2)e'* dz.

Par comparaison on trouve :

fj:f(x)eiax dx + fCRf(Z)eiaZ dz = 2mi Y}-; Res,_, f(2)e'* ou Im(z;) > 0.

En faisant tendre R vers I’infini on trouve :

Jim fj:f(x)eiax dx + lim fcR f(2)e'** dz = 2ni ¥}t_ Res,_, f(2)e'*, Imz), > 0.

Donc d’apres le théoréme précédent on a :

Jim fcR f(2)e!** dz = 0.

C'est-a-dire que :

v.p fj:f(x)eiax dx = 2mi Yp_y Res,,, f (2)e'* ou Im(zy) > 0.

En passant a la limite dans (2), on obtient:

I72 Fo)ei™ dx = 2mi -, Res,—, f(2)e' ou a > 0 et Im(z,) > 0.
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Remarque 5.5

Pour le cas ou a < 0, on considere le contour € formé a partir de la moitié inférieur du cercle
de centre O et de rayon suffisamment grand et du segment de droite décrit par :
(-R<x<+4R,y=0).

Donc on aura le résultat suivant :

fj;o f(x)e!™ dx = —2mi Zﬁleeszzzkf(z)eiaZ ou a<O0etim(z) <O. (5.11)

Remarque 5.6

Pour calculer les intégrales fj;o cos(ax)f(x)dx et fj;o sin(ax)f(x)dx on utilise les

relations suivantes :
J77 cos(ax)f (x) dx = —2nIm[LR_; Res,—y, f(2)e'%?] ou Im(z,) > 0. (5.12)

fj;o sin(ax)f(x)dx = ZnRe[Zﬁzl Reszzzkf(z)eiaz] oulm(z;) > 0. (5.13)

Exercice 5.8

+ - L L1 +
Montrer que [ <200 dx = " sin(2) et en déduire [ ==
—00 x44+4x+5 e — x44+4x+5
Solution
Pour prouver la relation f T ZS in(x) dx = _—nsin(Z) on doit discuter la valeur de 1’intégrale
—00 x4+4x+5 e

ix iz

dx. On remarque que la fonction g(z) =

admet deux poles simples

J<+00 e
-0 x24+4x+5 z24+4z+5

zZy=—-2+ietz, =—-2—1.

Soit le contour C formé a partir de la moitié supérieur du cercle Cy de centre O et de rayon

R > /5 et du segment de droite décrit par: (—R < x < +R,y = 0).
Donc on aura le résultat suivant :

eiz d 2 R eiz
————QAZ = LTTIRES j—_p i ——.
fC Z2+47+5 Z==2+41 7214745

ei(—2+i) ]

= 2mi (=2+i)2+4(-2+i)+5

=)

= g[cos(Z) —isin(2)] .
Mais :

iz iz

e +R e e
zZ = dx + z
fC z2+4z+5 f—R x2+4x+5 fCR z2+42+5

Par identification on trouve :

+R el eiz T . .
I, s dxt fcRde = ~[cos(2) — isin(2)] .

Par I’application du théoréme précédent on a :

lim | ©"_dz=0.

R—o0 CR 7244745
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Par conséquent on aura :

l

Vs
I%l_r&f R T dx = —[cos(Z) — isin(2)].
Donc :
elx +00 elx
v. pf 0 x244x+5 f— © x244x+5 dx.
_ +0o0 2cos(x) dx + i f+00 jln(x)
—00 x<4+4x+5 © x4+4x+5
= g[cos(Z) —isin(2)].
= gcos(Z) — igsin(Z).
Doncona:

+0o  cos(x) +o0  sin(x) _ = LT
I dx+i dx = ~cos(2) — i sin(2).

—00 x2+4+4x+5 0 x2+4x+5

En comparant les deux membres de 1’égalité ci-dessus on trouve :

f+OOL(x)dx = cos(2).

© x2+4x+5
+o0o  sin(x) _ _E .
I Pracss x = —=sin(2).
fc z2+4z+5 dz = —cos(2) - l—sm(Z)
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