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Introduction

Introduction 4

Ce polycopié est destiné aux étudiants de quatriéme semestre licence mathématiques (LMD). Le
contenu de ce polycopié regroupe le programme enseigné (Analyse4) de licence mathématiques. 11 est
rédigé sous forme de cours détaillés avec des exercices résolus. Il est-présenté avec un style trés simple

qui permet aux étudiants une compréhension trés rapide.

De nombreux ouvrages fondant cet axe, parfois trés opulents et fournis, existent. Néanmoins dans le
présent travail, on a cherché, en prenant en ligne de compte les réserves impérativement imposées par
un volume horaire souvent pas trés suffisant, & pourvoir’étudiant d’un support pédagogique répondant
aux exigences du programme en vigueur. Ce manuscrit a la particularité de dégager les points essentiels
qui permettent d’orienter le travail personnel de,l’étudiant. Il est structuré en trois chapitres; chacun
comporte un cours contenant les définitions, propriétés et théorémes dont les preuves simples sont laissées
a titre d’application au soin de I’étudiant, On y trouve aussi des exemples illustratifs, des remarques
pertinentes ainsi qu’'une série d’exercices résolus de fagon détaillée visant l'assimilation du cours et
I’acquisition des techniques. Dans-ee contexte, nous conseillons I’étudiant d’essayer de résoudre avant de
regarder la solution. On y trouvera aussi des exercices sans solutions proposés dans le but de stimuler
I’étudiant a fournir un effort personnel. Ceci étant il pourra faire son auto évaluation voire deviner le
type de question auxquelles il devrait s’attendre lors des contdles et examens.

Ce polycopié n’a pas été con¢u pour exempter les étudiants de leurs cours, il est loin d’étre exhaustif, on

y trouvera certainement des imperfections; par conséquent nous serons trés attentifs a toute suggestions
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suceptibles d’apporter amélioration.
Objectifs :
Ce polycopié se départage en trois parties : Les Fonctions a plusieurs variab}s; Calcul Différentiel, In-

tégrales multiples. ij

&

L’objectif de la premiére partie partie du cours sera I’étude des fo;tions de deux variables en par-

ticulier le calcul des limites, ’étude de la continuité et surtout le calcul dérivées partielles qui amorcent

la notion d’optimisation. §
>
L’objectif de la deuxiéme partie du cours sera 1'é de la différentiabilité et caclul des dérivés

partielles sur les fonctions a plusieurs variables.

S

L’objectif de la troisiéme partie est d’i @He la notion de l'intégrale double et comment calculer

I’aire d’une surface ainsi que la notion d‘e I'intégrale curviligne.
OO
S
>y

QQ




1 Les Fonctions a plusieurs variables

1.1 Fonctions de R" a valeur de R"

1.1.1 Fonctions numériques de deux variables

(Définition 1)

On appelle fonction numérique de deux variables une application f de R? dans R, qui au

couple (z,y) associe le nombre réel f(z,y).

En]

f:R2 — R

(x,y) — 2z
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(Définition 2)

Soit f: D — R, D C R

1. L’ensemble des points de R3

S ={(x,y,2) e R*|(z,y) € D, 2z = f(x,y)}.

est appelé la surface représentative de f. S est aussi appelé le graphe de la fonction f.

2. Soit A = (a,b) un point intérieur de D. Les fonctions = +— f(z,b) et y — f(a,y)
définies sur des intervalles ouverts, contenant respectivement b et a sont appelées les

fonctions partielles associées & f au point A.

3. Soit k € R. L’ensemble Ly = {(z,y) € D tel que f(z,y) = k} est la ligne de niveau de

la fonction f.

L §

Le domaine de définition d’une fonction numérique de deux variables est le plan R? ou l'une de ses

parties.
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Eei],

A. f(z,y) = 42% + y* sur D = {2? + y*> < 4}. On calcule et représente des lignes de niveau pour
k=0,k=1k=2k=4k=—1. Pour k =0 c’est un seul point (0,0), avec la valeur de la fonction
0, pour k = 1,2,4 on obtient des ellipses. Par exemple aux points de lellipse 4x* 4+ y* = 1 la fonction
a la valeur 1, etc. La ligne de niveau k = —1 est l’ensemble vide (la-fonetion ne prend la valeur —1 en
aucun point). Au point (0,0) les fonctions partielles sont x — 4x*-et y — 1°.

B. Sur D = {2* + y?> < 4} et ¥ # 0 on considere la fonction f(x;y) = y/x avec ses lignes de niveau
k=0,1,—-1,2,—-2. Ce sont des intervalles des droites y =0, y=x, y= —x, y =2z, y = —2x sans le
point x =y = 0. La valeur de la fonction sur la droite y =\x est égale a 1, sur y = —x est égale a —1,

etc.

1.2 Limites et continuité

[Déﬁnition 1 ]

Soit f une fonction définie au voisinage du point My(xo,yo) sauf peut-étre en My(zo, yo)-

On dit que le nombre [ est la limite de f lorsque M(z,y) tend vers My(zo,yo) et on écrit
lim f(z,y) =1 ou lim x,y) = [, .si et seulement si,

i f(z,y) )

Ve > 0,3a > 0/d(M, My) < a = |f(z,y) — f(xo,%)| < &, (x,y) = (z0, o)

ou

Ve > 0,3a > 0/(z — x0)? + (y — 0)? < & => | f(z,y) — f(z0,w0)| < &

Remarque]
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lim  f(z,y) = 400 & VA >>0,3a > 0/d(M, My) < o = |f(x,y) — f(xo,y0)| > A.

(x7y)—>(x0 7y0)

B,

>
S
'O
(z,y%iix%omxz —=0 %
>

1
lim @ ——— = +o§r
(z,9)—(0,0) 22 + Y2

lim e +@—- 1.
(z,y)—(0,0

3. Si la limite existe, elle est unique
Remarque]

La limite de f lorsque M (x,y) tend vers‘@:co, Yo) ne doit pas dépendre du chemin que parcourt le point
OO

&y

Loy

M (z,y) pour tendre vers le point Mo@yo). Par conséquent, dés qu’une limite dépend du chemin elle

&>
n’existe pas. A

B,

Sur le chemin y = x,

lim

(xy)—(0,0) x—1 =0 1 —1
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Sur le chemin y = x2,

24y —2 242 — 2
im LY —9.

(z,y)—0,0) x—1 z—0 . — 1

L §

Certes sur l’exemple précédent, on a trouvé deux chemins qui ont donné laiméme limite cependant ce n’est
pas suffisant pour conclure [’existence de la limite car on ne peut pasla calculer sur tous les chemins.
Ainsi on s’accorde a utiliser la méthode des chemins plutot pour montrer la non existence d’une limite.
Plus explicitement, pour montrer la non existence d’une limite, il suffit de trouver deux chemins sur
lesquels on aura deux limites différentes. En effet lorsqu’il_$’agit d’étudier la limite en (0,0), sur les

chemins y = ax avec o € R, dés que la limite dépend de cvyy on conclut qu’elle n’existe pas.

Eei]

On veut calculer

lim &.
(2,9)—(0,0) 22 + 32

Sur les chemins y = ax avec o € R

N Ty ax? e}
Hn EEe—
(@,9)—(0,0) 22 + y?

= lim = .
=022 + o222 1+ a?

Donc ( l)igéo 0 x;ny n’existe pas.
x?y K




1.2 Limites et continuité 11

Calcul des limites en coordonnées polaires

On veut calculer  lim  f(z,y) en utilisant les coordonnées polaires, on pose :

(z,)—(0,0) &
Qs
xr=rcosf et y=rsind. 'Q’
)
O

\

Ainsi

Lorsque (x,y) — (0,0), r — 07 et € est un angle bien choisi. -
O

li = i .
(xvy)gr%wf(x, Y) nggf )

La limite existe si elle ne dépend pas de 6. 'Q

], N

1) On veut calculer en coordonnées polaires Q

5
N,

lim ——.
' )00 7 4y
OO
On pose x =rcosf ety = rsin@.@

&

1@ I r% cos 0 sin
@j 0z 4+y?  root r2

Cette limite dépend de 6 donc elle n’existe pas.

= cosfsinb.

2) On veut calculer en coordonnées polaires

. P4y —2
lim —_—.
(xvy)ﬁ(oao) T — 1
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On pose x =rcosf et y =rsinf.

. 2 +y—2 . 1%cos?f +rsinf — 2
lim —F— = lim = 2.

(zy)—(0,0) x—1 r—0+ rcosf —1

Hemrae]

On étudiera les limites lorsque (z,y) — (0,0) et dans des situation§ différentes c’est-a-dire quand

(x,y) = (a,b) # (0,0), on peut toujours ramener la limite au point (0,0) en effectuant un change-

ment de variables.

R,

Les propriétés, le calcul, les opérations et les théoremes usuels des limites d’une fonctions a une variable

restent vrais pour les fonctions de deux variables.

1.2.1 Continuité d’une fonction de.deux variables

[Déﬁnition 2]

On dit que f(z,y) est continue au point My(xg,yo) appartenant a son domaine de définition
si et seulement si  lim  f(z,y) = f(x0,%0)-
(z,y)—(z0,y0)

On dit qu’elle est continue sur la partie A C R? si et seulement si elle est continue en chaque

point M € A on écrira alors f € C°(A) et on lit " f est de classe C° sur A ".

(Définition 3)

Soit f: D CRP = R?7et Aec D. On dit que f est continue en A ssi V(X,,), .y suite de D

telle que lim X, = A, ona lim f(X,)= f(A).

n—-+00 n—-+00
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]

1) f(v,y) = % est continue sur R*\{(0,0)}.

2) Tout plynome de deuz variables est continu sur R?.

3) Soit f définie par :

Fs si(w,y) #(0,0)
flay) =< "7
0 si (x,y) = (0,0)
Montrons que [ € C°(R?).

Il est clair que f est continu sur R*\{(0,0)}. Etudions sa continuité au point (0,0).

. 2 P .
Pour cela calculons  lim IQZ Jgﬂ en coordonnées polaires.
(z,9)—(0,0)

On pose x = rcosf et y =rsinb.

, z?y . rdcos?fsing o .
im = hm—2: lim 7 cos“@sinf = 0.
(z,y)—(0,0)T° + Y r—0+ r r—0+

( l)in%o ) x;’iZQ = f(0,0), f est donc continue au point (0,0) et par conséquent f est.continu sur R2.
x7y ﬁ b

L

Les propriétés et les théoremes usuels de la continuité d’une fonctions a une variable restent vrais pour

les fonctions de deux variables.

Une fonction f continue sur une partie fermée bornée A C R? y atteint son maximum et son mini-
mum, c’est-a-dire :
E|M1(-T1,y1) € A/m = mjnf(:v,y) = f<x17y1)7

AMy(x0,12) € A/M = mng(x,y) = f(x2, 1)
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(Définition 4 )

Soit f : D C RP — R% Soit Xy = (x3,...,25) € D. Pour i = 1...,p, on appelle

1-éme fonction partielle de f en X la fonction :

D; CR — R
on,i :
e fxd, .., o5 bt 2h)
ou z est a la i-éme place, et D; est tel que pour z € D;, (2}, ..., z,...,2h) € D.
[Proposition 1]
Si f est continue en zg = (zg, ..., 2h) alors Vi = 1. .., p, la fonction partielle f,, ; est continue

i
en .

L

La réciproque est fausse !

8. On considére une fonction f: R* — R définie de la facon suivante

2t (x,y) # (0,0),

[ (vy) —

0 si (z,y) = (0,0).
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Ses 2 fonctions partielles en (0,0) sont

foma: <

. 2

foo2: ¥4 &
0 sicg?O

FElles sont donc continues. Pourtant f n’est pas contin'ﬂ;\\én (0,0) :
<

1/n? 1 .
W =3 Donc nllyl:ri-loof(xn7yn) #

n——+o0o n—-+00
0 = £(0,0). O

Une autre démonstration du fait que f n’@contmue en (0,0) : prenons une restriction de f sur la

Soient x, =y, =1/n. Ona lim z, = lim y, =%is f(@n,yn) =

droite Dy définie par l'équation y = x.

Trx 1

i ()], =t 2 =L
(mﬁ% f@.9) |D1 ro022 + a2 2
D
Donc la fonction f restrei@ sous-ensemble Dy de R? n’a pas la méme limite que la méme fonc-
tion restreinte & deur autres sous-ensembles de R*. (Les fonctions partielles fioo,1 €t fo0),2 sont des

restrictions de f auz droites y = 0 et x = 0 respectivement). Or la limite, si elle existe, doit étre unique

(remarque ?7), donc la limite n’existe pas.
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Ei],

1. On considere f(z,y) = x> +y?. On va montrer que pour toutes valeurs (z,y) = (a,b) la limite de

M (5 ) (ap) f(2,y) existe et est égale & la valewr au point f(a,b) = a® +b*. Si (z,y) — (a,b) (par

exemple dans une norme euclidienne) cela veut dire que \/(x — a)? + (y — b)2 — 0 donc on a :

r—a—0 r—a
(z—a)l+(y—0)>—=0s &

y—b—0 y—b
Donc limz ) (a,p) 2?2 +y? = a® + V%, c’est ewactement ce qu’on cherche a montrer, et alors la
fonction est continue en chaque point.

En général on ne vérifie pas la continuité en chaque point comme dans cet exemple - aux points

réguliers on utilise plutét les propriétés des fonctions continues.

2. Prenons un autre exemple :

alors f(a,b) = Yy pour x # 0 étant une fraction de fonctions continues est continue mais pour
x

x = 0 sur les droites y = kx on obtient des limites différentes quand.x — 0. On conclut que la

fonction n’est pas continue en (0,b), Vb € R. Il y a une droite des points de discontinuité. Cette

droite a pour équation xr = 0.




1.2 Limites et continuité 17

(Définition 5 )

Soit f : D — RY une fonction définie sur une partie D de RP. Soit A un point adhé-
rent & D n’appartenant pas & D. Si f a une limite L lorsque X — A on peut étendre
le domaine de définition de f a D[J{A} en posant f(A) = L. On dit que l'on a

prolongé f par continuité au point A.

Propriétés des fonctions continues sur un compact

(Définition 6

Une partie compacte (un compact) de R? est une partie fermée et bornée.

Il existe au moins deux differentes fagcons de définir un compact dans un espace normé, mais dans RP

elles sont équivalentes a celle qu’on donne ici.

|
10. Dans R un intervalle fermé, et dans RP les boules fermées sont des exemples de com-

pacts.

(Admis) Soit f : D — R? une fonction continue sur une partie D C RP et K une partie

compacte de R? contenue dans D. Alors, f(K) est une partie compacte de RY.

[ Corollaire 2 ]

Une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.
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Cela signifie que sur un compact K € RP il existe au moins un point X,, € K et au moins un point

Xy € K tels que pour tout X € K on ait

1A () | < IFEON < LA (Xl

Connexité par arc. Théoréme des valeurs intermédiaires

(Définition 7|

On dit qu'une partie I' de R? est un arc continu si on peut trouver une application continue
v d’un intervalle [a,b] de R dans R? dont I'image soit I'. 7 est appelé un paramétrage de I'.

Les points de I, A = 7(a) et B = 7(b) s’appellent les extrémités de T

(Définition 8]

Soit E un sous-ensemble de R”. On dit que E est connexe par arc si, étant donnés deux points

arbitraires A et B de F on peut trouver un arc continu I', d’extrémités A, B entiérement

contenu dans E.

[Théorém 3 (des valeurs intermédiaires)}

Soit f : D — R une fonction continue sur une partie D C R connexe par arc. Soit A, B deux
points de D. Pour tout nombre réel r compris entre f(A) et f(B) il existe un point C' de D

tel que f(C) =r.




2 Calcul Différentiel

2.1 Dérivées partielles. Matrice jacobienne. Gradient

[Déﬁnition 1 }

On dit que f posséde une dérivée partielle par rapport a la variable « au point My(xo,y0) € Dy

(“”O+h’y°,i_f (zo.w0) existe. La dérivée partielle par rapport a la variable x

si et seulement si lim <
h—0

au point My(zo, yo) est notée %(Zﬂo,yo) ou 0, f(xo,%0). De méme, on dit que f posséde une
dérivée partielle par rapport & la variable y au point My(zo,v0) € Dy si et seulement si

lim £
h—0

(xo’yﬁh}z_f (20.0) oyiste. La dérivée partielle par rapport a la variable y au point Mo (0, yo)

est notée ‘g—g(xo, Yo) ou Oy f (o, Yo)-

Remarque]

La dérwée partielle par rapport a x hetée % : R? — R obtenue en dérivant f par rapport a x et en
supposant y constante Et de méme-lardérivée partielle par rapport a y notée g—g : R? — R obtenue en

dérivant f par rapport a y et en~supposant x constante.

Exemple
1

1) Calculer % et g—i de la fonction : f(x,y) = 42 + Tay? — 6y + 1.

o _ 1222 4 7y?
ox
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et

et

2) Calculer af et 6f de la fonction : f(x,y) =ylnx + e® sur (0,+

of
8_y = ldzy — 6.

~{(Définition 2]

df (x07y0)d‘rc+

(:I;O) yO)dy

On dit que f est différentiable au point My(zo,yo) € Dy si et seulement si

g—i(xo, o) existent et sont continues. La différentielle de f au point My(xg,yo) est notée df et

6f («'EO, 3/0) et

Exemple
12

of
Calculer 5,

On a

et

O‘)\
NG
A@

~

%5 et la diﬁérﬁé@de la fonction : f(x,y) = "~ + 3.

% = e 4 322
6_f = —T7e" M,
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d’ot

df = ("~ + 32?)dx — Te" "dy.

2.1.1 Différentielle et Matrice Jacobienne

(Définition 3]

La matrice des dérivées partielles de f : RP — R? s’appelle la matrice jacobienne ou la

Jacobienne de f.

La matrice jacobienne Jac(f)(Xo) fait passer de R” dans R? 7 elle a p colonnes et ¢ lignes.

9h 91

a—xl(Xo) o, (Xo)

Jac(f)(Xo) = : : : (2.1)
dfq Ofq
8_1;1(X0) Ry (Xo)

Autrement dit, pour une fonction vectorielle f(zy,-z,) a valeurs dans R? la matrice jacobienne a pour
colonnes les vecteurs 2L. En particulier, pour une fonction de p variables a valeurs réelles, la matrice

ox; *

jacobienne est simplement une matriee-ligne :

0 0
Jac(f)(xq,--- ) = (a—a{l, ,%)

Sa matrice transposée - la matrice-colonne :

@f{xh_,,’%): T<<9f _ af)

dxy’ 0wy
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s’appelle le gradient de f.

2.1.2 Gradient.

(Définition 4

Soit f : D C R? — R une fonction de classe C'. Son gradient, pris en tout point de D définit
. < . — 2 2 . .
une fonction a valeurs vectorielles gradf : D C R* — R*, noté aussi :

Viy) = (8f af) (z,y).

oz’ dy

]
af

A. flx,y) = 22492 Lo(f) = C((0,0), /a) - cercle de centre (0,0) et de rayon /a. g—f(x,y) = 2ux, a—(a:, )
z Y
On remarque que (2z,2y) = 2(x,y) est 2 fois le veeteur radial qui est en effet orthogonal au cercle.

B. Soit la courbe d’équation x*> —y = 0. Pour calculer la normale en chaque point de cette courbe,

on la voit comme une ligne de niveau 0 de-la fonction f(x,y) = 2> —y. La normale est donc donnée par

2x
son gradient : ?f(iﬁ, y) =

—1

2.1.3 Propriétés des dérivées partielles.

Les dérivées partielles d’une fonction qui est obtenue par des opérations algébriques sur d’autres
fonctions (somme, produit, fraction) suivent les mémes régles.
Si une fonction f : D C RP — R? est obtenue par des opérations algébriques (somme, produit,

fraction) sur les fonctions g,h : D C R? — RY, ses dérivées partielles peuvent étre obtenues a partir
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des dérivées partielles de g et h par les formules de dérivée de somme, produit, fraction habituelles

((u+v) =u +, etc.)
Les dérivées partielles d’'une composition de fonctions sont plus compliquées.

Rappel : régle de chaine. Soit g: I CR— JCR,g: 2~ g(x), h: JCR >R h:y— h(y) et

f:ICR—=R, f:z— h(g(z)). Ona:

df dh dg

[Proposition 1 ]

Soient
g: DCRP 5 ECR™g: X = g(X)=(q1(X), -, gm(X)),
h: ECR™ 5RLA:Y o h(Y) = (ha(Y), -, hy(Y)),
f: DCRP =R f: X = h(g(X)) = f(X) = (fi(X), - fo(X))

des fonctions telles que g en Xo € D et h en g(Xy) € E sont des fonctions conti-

nument dérivables (i.e. les dérivées partielles existent et sont continues) alors pour tout

26{177p}7]€{177Q} :

Of 5y Nhog);
axi(XO)_ ah(.%i (X;) Oh; %) (22)
= GGG (X0 + -+ 3 L (9(X0)) 5 (X0)

ce qui nous donne les entrées d’une matrice jacobienne de f qui est un produit des matrices

jacobiennes de h et g.
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2.1.4 Dérivées partielles d’ordre supérieur d’une fonction de deux variables

[Déﬁnition 5]

On dit que f est de classe C' sur la partie A C R? si et seulement si ses dérivées partielles 9f
et g—i sont continues sur A on écrira alors f € C*(A).

On dit que f est de classe C? sur la partie A C R? si et seulement si ses dérivées partielles 2L
et g—i sont de classe continues C! sur A on écrira alors f € C?(A). De plus on a les dérivées

partielles du second ordre suivantes :

P _ 000 O _ 005 #f_ 005 B _ 00
oz Ox 0z’ Oy: Oy dy’ Oxdy  Ox Oy ¢ oydr Oy Oz’

14. Calculer les dérivées partielles du second ordre de la fonction : f(z,y) = e + 22312

On a:

0
—f = e® + 62%y°
Ox

et

Et par suite

62f x 2
@ =e" + 12.1':1./ s
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= 1222
dyor Y
et
0% f
= 122%.
0xdy vy

2.2 Fonctions de classe C*

2.2.1 Théoréme de Schwarz

(Définition 1|

Une fonction f : D C RP — R de classe C* est une fonction dont toutes les dérivées partielles
jusqu’a l'ordre k existent et sont continues. Une fonction est dite de classe C'° si elle est de

classe C* pour tout k£ € N.

(Théoréme de Schwarz)

Soit f une fonction définie sur A C R?, f € C?(A). Alors, les dérivées partielles du second

ordre mixtes sont égales c’est-a-dire :% = g;—aj; pour tout (z,y) € A.

Exemple
5

Veérifier que les dérivées partielles du second ordre miztes de la fonction : f(z,y) = 2 sont égales sur

R?\{z = 0}.

En effet on a sur R*\{z =0} :
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Et par suite :

et

of a*=2u(x+y?)  —a® -2y’
ox x4 B x4
of _ 2y
oy  x?
f _ 4y
oyox 3’
f _ 4y
oxdy a3’
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(Définition 2)

Soit f : D C RP — RI A € D. La différentielle df(A) de f au point A est

une application linéaire de RP dans R telle que au voisinage de A on a :

f(A+ H) = f(A) = (df(A)) (H) +r(H), ou r(H) = o(||H]]). (2:3)

Ici, H € RP, tel que A+ H est au voisinage de A. La fonction f est dite différentiable au point

A si elle posséde une différentielle en ce point. La fonction f est dite différentiable dans un
domaine D si elle est différentiable en tout point de D.

Cette application agit sur les vecteurs de R? et les envoie vers R?, en particulier (df(A))(H) €
RY. Le reste, r(H) = o(||H]|), dit “petit o” de ||H]||, est une fonction r : D C RP — R
négligeable devant || H||. On peut comparer leurs normes :

Il

2 o
IH|=0 || H||re

On peut réécrire la condition de différentiablité

i A+ H) = F(4) = (dF(4) ()

-0
1H|—0 | H|

Si elle existe, la différentielle df(A) est unique. On la note selon les auteurs ou les circons-

tances :

L=Df(A)ou df(A) ou Daf oudaf.
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Propriété 1

Of;
Soit f: DCRP - Riet Xge D.SiVi=1,...,p,Vj=1,...,q, X — afj(X) existe au

)

voisinage de Xq et est continue en Xq, alors f est différentiable en Xj.

[Proposition 2 J

Propriétés de la différentielle.
1. Continuité. Une fonction différentiable en un point est continue en ce point.

2. Linéarité. Soient f,g : D — R? deux fonctions définies sur une partie D de RP. Si
f et g sont différentiables en A € D, A € R, alors d(f + ¢)(A) = df(A) + dg(A) et
d(Af)(A) = Adf(A).

3. Composition. Soient g : D — E C R™ définie sur une partie D de RP et différentiable
en A€ D, et h: E— R? différentiable en g(A), alors h o g est différentiable en A et la

différentielle d(h o g)(A) = (g(A)) x dg(A)

16. 1. On reprend-z soit une fonction f : R? — R définie de la fagcon suivante

ry

o si (z,y) # (0,0),

[ (ey) = 4

0 si(x,y) =(0,0).

On sait que f n’est pas différentiable en (0,0) parce qu’elle n’est méme pas continue. Comment se

comportent ses dérivées partielles au voisinage de (0,0) ¢
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, 0 2 22 0 0
On a vu que si (xo,y0) # (0,0), 8_£(x0’y0) = W et que (9_511:(0’0) = 0. Donc (9_£ est
bien définie au voisinage de (0,0), mais elle n’est pas continue : si x, = 1/n et y, = 2/n, on a
. B . B af B 2/n? _2/n? . Of
o =0, lim =0, et 50 (@) = Fmr T agmay = gpjmt PO IR g (T ) 7
0.
. Sout )
R? — R?
IR

(z,y) = (z*y*, x +y)

\

Est-elle différentiable en (2,3) ?

. Oft oft of? 0f?
Soit (9, y0) € R?, %(wo,yo) = 220Y;, 8—];(1fo,yo) = 2yoy, 8_i(x0’y0) =1, 6—2(550,%) %C

Toutes ces dérivées partielles sont continues en (2,3) donc [ est différentiable en (2,3).

~N
36 24 S

Jac(f)(2,3) = : (Q/b)

11 \
O

=

R—R ,@
&
~

\ T Q’Q
of

est-elle différentiable en 2 ¢ Soit xg € R, ==(x¢) = 2x¢. Elle est continue en 2 donc f est diffé-

" Oz
_ O oy _ prigy
=)= py=a.

. On consideére :

rentiable en 2 et Jac(f)(2)
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2.2.2 Théoréme des accroissements finis

Soit U un ouvert de R™ et f : U — RP une application différentiable.

(Inégalité des accroissements finis). Soient a,b € U tels que

la,0] = {(1 = Na+ b, A€ [0,1]} C U

Alors on a

1F(6) = f(@)l <[Ib—all sup [[|d=f]]

z€[a,b]

2.2.3 Formule de Taylor

Rappel : petit o. Soient f et g deuxfonctions d’une variable a valeurs réelles. On dit que g = o(f)

au point a si :

Exemple : u(x) = 23, v(z) =2*+ 22. En a = 0 on a u(z) = o(v()) et en a = +o00 on a v(z) = o(u(z)).
Rappel : La formule de Taylor avec le reste en forme de Lagrange. Si f est n + 1 fois

différentiable en a, on a une approximation de f par un polynéme :

fla+t)= f(a)+ fl(a)t +--- f(t;(a>t” + rp(a,t)
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FO(0) i

ou il existe § € [a,a + t] tel que r,(a,t) = (n+1)!
n .

. C’est une conséquence du théoréme des

accroissements finis : si f est continue et dérivable sur l'intervalle [a,b], a < b alors Jx¢ € [a, ] tel que

f(b) = f(a) + f'(z0)(b— a).

Finalement, on a aussi la formule de Taylor-Young avec r,(a,t) =o(t") :

n k) (g
fla+t)—fla)=> fk—!()t’“ + o(t")

C’est cette formule qu’on va généraliser au cas de plusieurs variables.

(Formule de Taylor) Soit f : D C R? — R de classe C™ au voisinage du point A(ay, ag, - - -

D. Soient H(hy,--- ,h,) € RP et lintervalle [A, A+ H| C D. Alors,

f(A+ H) - f(A)

(P10 + -~ hp,)*(f)) (A) + oI H|I")

En particulier, la formule de Taylor & ’ordre 2 est la suivante :

FCA+ H) = fCA) + D20 @h + 5 Y 00, f(@hihs + o(1H]P)

ij=1

(2.4)

La matrice-colonne des entrées 0, f est la matrice Jacobienne. La matrice p X p des dérivées secondes

Hessy(A) = [ay;] = [0,0; f(A)]

s’appelle la matrice Hessienne de f en A. Par le théoréme de Schwarz cette matrice est symétrique si f
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est de classe C?. La forme quadratique a(u) = z =1 @ijuiu; s’appelle la forme hessienne de f en A.

11. L’%dée de la formule de Taylor c’est de trouver une approrimation de la fonction par

un polyndome dans un voisinage d’un point donné.

En particulier, pour p =2, A = (a,b), H= (h,k), (A+ H) = (a +h:b'+ k) on a les formules de

Taylor suivantes :

-n=20
FA+H) — [(4) = ol (VI § 1)) & lim f(A”[l) — /A
- continuité
-n=1
of of
f(A+H)— f(A) = h%(a, b) + ka—y(a, b) + o(Vh? + k2)
- différentiabilité.
-n=2
FA+H) — J(4) = WP (ab) + Ko (a0
x dy
(.0 o f ) y 2
+5 <h @(a,b) +2hkaxay(a,b) +k 8_y2(a’ b)) + o(h* + k*)

2.3 Extremum local d’une fonction de deux variables

Soient f une fonction définie sur A C R?, f € C?(A) et (xg,y0) € A. Alors

1) Le point (xq,yo) est un point critique de f si et seulement si

0 0
a—i(ﬂﬁoayo) =0 et 3_5(%’%) = 0.
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2) Le point critique (g, yo) réalise un maximum local de f si

a2f 02f o2 2 82f
@(!Eo,yo)a—yz(%;yo) — [m(ioayo)} >0 et @(ﬂﬁo,yo) < 0.

3) Le point critique (zg, yo) réalise un minimum local de f si

O f o f O f ’ g
%(xo,yo)a—yz(%,yo) — [&U&y (%J/o)} >0 et @(%,yo) > 0.

4) Le point critique (zg, yo) ne réalise ni minimum local ni-maximum local de f si

0*f 0*f a2 f ?
@(x(),yo)a—yz(ﬂfmyo) - {83:—@(%’%)} < 0.

5) Si

an a2f an 2
w(l’o, y0)8_y2(x07y0) - {W@y(‘r(by())} = 07

on ne peut rien conclure

17. Trouver les points critiques de f(x,y) = 2° + 3xy — y* puis déterminer leur nature.

Les points critiques de f(z,y) :

9 =322+3y=0

9 =37 —3y*=0

On a:
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Pour le point critique (0,0), on a :

0 f 0 f 0*f
52 —=(0,0) =0, 3y 2(0,0) 0, axay(o ,0) = 3.
Donc
0*f 0 f

2f 2
92 —=(0, 0)6—y2(0,0) — |:8:L'8y (0,0)] = —-9.

On conclut que le point (1,—1) ne réalise ni minimum ni mazimum pour la fonction f(x,y).

Pour le point critique (1,—1), on a :

02 f 02 f 02 f

(LD = 6. 54 (=) =6, (1 —1) =3 %
~N
QY
~

Donc
N
O f O f O f ? \
gz b Hge (b1 - [(‘33:811(1 ‘1)} e N
N
t 2
’ O
O f A\
63:2(1 —-1)=6>0. ~

On conclut que le point (1, —1) réalise un minimum de la fonction f (x,$
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2.3.1 Théoréme des extrema sur un compact

Soit f : K — R une fonction continue sur un compact K C RP. Alors f admet un maximum

et un minimum sur K.

12. En dimension p = 1 la fonction a des points extrémaux sur un intervalle. Soit ils sont

a Uintérieur de lintervalle, auquel cas ils vérifient f'(x) = 0, _s0it ils sont au bord de l'intervalle (sur le
bord, la condition f'(x) = 0 n’est pas forcément satisfaite): Donc pour trouwver les extrema on cherche
d’abord des points critiques (ow la derivée s’annule);-puis on compare la valeur des points critiques avec

les valeurs sur le bord de l'intervalle. Les valeurs max et min se trouvent parmi ces valeurs-la.

[Théorém 2 (Condition nécessaire d’extremum local)]

Soit f : U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert U C RP admettant un

maximum ou un minimum local au point A € U. Alors A est un point critique de f.

2.3.2 Extrema de fonctions de 2 variables - critére par le déterminant de

matrice Hessienne

Soit f: DCRP - Ret Xg € D. Quand p = 1, pour savoir si un point critique Xy est un maximum
local ou un minimum local, on étudie la dérivée seconde (quand elle existe) :

- si f"(Xp) > 0, alors f(Xj) est un minimum local,
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— si f"(Xo) < 0, alors f(Xj) est un maximum local,
—si f"(Xp) = 0, il faut faire des calculs supplémentaires de dérivées supérieures - ce peut étre un

point d’inflexion, un maximum ou un minimum.

Dans le cas de plusieurs variables a la place de f”, on étudie la Hessienne.

Propriété 1

Soit f: D C RP — Ret Xy € D un point critique de f. On suppose que la Hessienne H f(X)

existe. Alors

— si toutes les valeurs propres de H f(Xj) sont strictement positives, f(Xj) est un minimum
local,

— si toutes les valeurs propres de H f(Xj) sont strictement négatives, f(Xp) est un maximum
local,

— sinon, si toutes les valeurs propres ne sont pas 0, il n’y a pas d’extrema. Si toutes les valeurs

propres sont 0, il faut étudier des termes d’ordre supérieur dans la décomposition de Taylor
en Xj.
Pour p = 2 on fait le calcul de la formule de Taylor. Au point critique Xy(a,b) on a

o0 f
0x0dy

(a,b) + kﬁ—y{(a@) +olll(h, B)?)

2 0%f
Ox?

f(a+h,b+k)—f(a,b):%(h (a,b) + 20k

Donc le signe de la forme quadratique (la forme hessienne)

<h2a2—f(a, b) + 2hk il (a,b) + kQﬁ(a, b))

N | —

0x? 0x0y Oy?
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va déterminer si on a un maximum, un minimum ou ni 'un ni autre. Pour avoir un maximum (resp.
minimum) il faut que la forme soit négative (resp. positive) pour tout (h,k) au voisinage de (0,0).
Si la forme hessienne n’est pas de signe défini on a des couples (h,k) pour lesquelles la valeur de
fla+h,b+ k) — f(a,b) est positive et d’autres pour lesquelles cette valeur-est négative. Donc on a des
directions (h, k) dans lesquelles la fonction a un maximum au point (a, b) et d’autres ou la fonction a un
minimum au méme point. Ce type de point critique s’appelle un point selle (comme une selle de cheval)
ou bien point col (comme dans les montagnes).
On étudie alors la forme hessienne. On choisit des notations-standard :

_ %

02

02 f

h B 0xdy

(a,b), S

92
(a,b), T = a—y];(a, b).

On suppose que R # 0 et on réécrit la forme hessienne :

T
Rh? +2Shk + Tk?* = R ['h?+ z%hk + Elﬁ)

S S\ 2 S\ 2 T
o 2 2_ 2 2
= Ryh +2—th+<—R> k (—R) k +—er>

SN\ [T 852\,
()4 (5-2)e)

2
Puisque le premier terme (h + Ek> > 0, c’est le deuxiéme terme qui définit si la forme est de signe

défini. Alors,

T S?
- Si (}_%_ﬁ) >0 (& RT — S* > 0) on a un maximum si R < 0 et minimum si R > 0.

~ Si RT — S? < 0 on a un point selle.

Remarque] |,
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St RT — S? > 0 la condition R >0 ( R < 0) est équivalente a la condition R+T >0 (R+T <0) i.e.

la condition sur la trace de la matrice hessienne.

Recherche des extrema : Cb%

— Déterminer des points ol f n’est pas de classe C! et regarder les valenrs de f en ces points. Par
exemple, la fonction f(z,y) =1 — \/m admet un maxir@’origine mais on ne le trouve
pas parmi les points critiques.

— Rechercher les points critiques.

S

— Etudier les points critiques. \/Qr
Qs

B, S

Extrema locauz et globaux de f(x,y) = 2z%y + 22° sur R2. Points critiques :
0
5_£ :4xy+4q$ z(y+1) =0
=
0
a—?jj = 212 C@ 0 2?+y =0

'O
On trouve alors trois points critiques (@, (—=1,—1) et (1,-1).
L

~

QQ
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pt critique (0,0) | (=1,-1) | (1,-1)

S =4x 0 -4 4

T=2 2 2 2 '§

RT — $? 8 ~16 ~16 O

Signe de R >0 &S
¥

Nature du pt critique : | min | pt selle pt§

~N
S

~
&P
Les extrema globaux : on voit que
'O
OO
o 0) = lim 227

N

donc pas de mazimum global. @\ de minimum global non plus car

9y

lim f(z,—2) = lim —22° +4= -0

r—300 r—300
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2.4 Extremums libres et liés par des relations multiplicateurs de
Lagrange

Soit K un compact de R?. Soit f : K — R une fonction de classe C?.”Soit g(z,y) = 0 I’équation
de la courbe C' C K. Si C' est le bord de K, on a une notation C' =9K) On regarde la restriction de f
sur la courbe C. Si la courbe C' a pour équation g(z,y) = 0, tous les'points de la courbe satisfont cette
équation. Quand on cherche les extrema de la fonction f sur £ on dit qu'on étudie les extrema de f

assujettie a la contrainte g(x,y) = 0. Ce sont des extrema liés:

Exemple
19

Exemple A. Voici un exemple de probléme de techerche d’extrema liés : parmi des rectangles avec
la somme de cotés 2p (ou p est un nombre positif donné), trouver un rectangle a l’aire maximale. Soient
x,y les cotés du rectangle. Alors on a o(x,y) = xy Uaire, qui doit étre maximale tandis que (x,y) sont
sousmis a la condition x + y = p. Iéisil-est facile d’exprimer y par x et trouver un mazximum d’une
fonction d’une variable ainsi obtenue.

1l est rare que 'on puisse exprimer y directement comme une fonction de x en utilisant la contrainte.

Ezemple B. Regardons un exemple de la page 362 [?] : la fonction f(z,y) = x*>+y?* et la contrainte,
la courbe C, définie par une équation g(z,y) = 0. Il s’agit de trouver un minimum de f, lié par cette
relation g(x,y) = 0. C’est un minimum de f sur la courbe C. Géométriquement on peut résoudre le

probléme en tracant des lignes de niveau de f. Les lignes de niveau de f sont des cercles concentriques
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du centre (0,0). Si on trace des cercles de rayons croissants, jusqu’a leur rencontre avec la courbe C,
la valeur critique est sur le cercle qui touche la courbe. Faites un dessin - c’est instructif (dessinez une

courbe quelconque et tracez les cercles).

La méthode générale utilise la considération suivante. Soit P(a, b) un peint extremum de f restreint
a la courbe C. Le vecteur tangent & la courbe au point P doit étre aussi tangent a la ligne de niveau
f(a,b) (on le voit clairement dans I'exemple B). Mais les lignes de_niveau sont normales au gradient
de f, de 'autre coté le vecteur tangent a C' est normal au gradient de g. Donc ces deux gradients sont

proportionnels. On appelle le coefficient de proportionnalité le multiplicateur de Lagrange.

[Proposition 1 ]

Soit f: U = R, g: U — R deux fonctions de classe C' sur un ouvert U de R?. Soit (a,b) un

point de U tel que :
1. f soumise & la contrainte g(z,y) = 0 admet un extremum au point(a, b).
—
2. grad g(a,b) #0

— s
Alors il existe un nombre réel A # 0 tel que gradf(a,b) = A grad g(a,b).

Les nombres a, b, A sont des solutions du systéme d’équations suivant : les dérivées partielles de f(z,y)—

Ag(z,y) par rapport a z,y; A.doivent étre égales a 0.

(of dg B
%(a,b) — a—x((l,b) =0
of dg B

| 3,00 A5 @b =0

g(a,b) =0
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20. Trouver le point de la courbe y = x* qui est le plus prés du point (0,h). Alors, ici

g(z,y) =y — 22, et f(z,y) =22+ (y— h)? - le carré de la distance. Les gradients nous donnent

20+ 2 x =0

2y —h)— A =0

Les solutions : soit x = 0, et alors y = 0 aussi, ou bien A = =l ety =h —1/2, x = ++/h —1/2. Alors
pour h = 1/2; les points (£+/h — 1/2,h — 1/2) sont a la distance minimale de (0,h). Si h < 1/2 on a

(0,0) comme point le plus proche.

Soit f une fonction C? sur un compact K C R?, alors f atteint un minimum et un maximum

globaux sur K. Ces points d’extrema sont

— soit des points intérieurs de K, auquel cas ce sont des points critiques (grad f = 0 en ces
points)

— soit ils sont sur le bord 0K de K auquel cas ils sont donnés par le calcul des extrema liés

en utilisant des multiplicateurs de Lagrange.

21. Trouver les extrema globauz de f(x,y) =y + y* — 2®> + 3 sur B(0,1) disque de centre

(0,0) de rayon 1. On cherche les points critiques :

af B
of =1+2y =0

dy




.5 Théoréme d’inversion locale
2.5 Tt 1’ local 43

On trouve un seul point critique (0, —1/2). Ce point se trouve dans le disque et sa valeur est f(0,—1/2) =

11/4

La matrice hessienne donne :

det =—4< 0= (0,—1/2) point selle.

Il faut alors chercher les extrema globaux sur le bord 22 +4?> —1=10. On a :

—2x -2 x =0

1+2y—2\y =0

?+y -1 =0

\

V15 1 V15 1.7 15

On trouve les points (0, +1) et (:I:T, _Z) Les valeurs : f(0,1) =5, f(0,—1) = 3, f(:I:T, _Z) =3
. . : vi5 1
On compare ces valeurs et conclut que le max se trouve au point (0, 1) et le min aux points (j:T, _Z)

2.5 Théoréme d’inversion locale

On fixe une fois pour toutes n,p € N*, U un ouvert de R",a € U et f :,.U~—= R" une application

différentiable de classe C*.

(Définition 1)

On dit que f est un difféomorphisme sur son image si elle est de classe C!, bijective et de

réciproque de classe C*
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(Inversion locale). On suppose que f est de classe C* et que d, f est inversible. Alors il existe
V C U voisinage de a et W voisinage ouvert de f(a) tels que f soit un C*-difféomorphisme

de V dans W

Remarque] |,

L’hypothese selon laquelle la différentielle de f est inversible_en tout point de U est essentielle : sans
cela le théoréme est faux. Par exemple, Uapplication x — 23, est une bijection de classe C' de R sur R,

. . L 1 .
mais la fonction réciproque x — x3 n’est pas dérivableren 0.

Remarque] |

En général, un difféeomorphisme local n’est pas un difféeomorphisme global.

Exemple
2

1. Soit f une application de R.dans R, dérivable en tout point de R et telle que, pour tout x de R,
f'(z) # 0. Montrer que f est un homéomorphisme de R sur f(R) et que f~1 est différentiable en
tout point de f(R).

2. Soit f définie parsf(z) =z +2*sin T siz #0 et f(0) =0.

Montrer que f'(0) existe et est # 0, mais que f n’est inversible sur aucun voisinage de 0. Expliquer.

(a) La fonction f étant dérivable, elle est continue. Montrons qu’elle est injective. Soient x,y € R

tels que f(z) = f(y). St x # vy, d’apres le théoréme de Rolle, il existe c €|z, y] tel que f'(c) =0
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(b)

(¢)

ce qui contredit le fait que f' ne s’annule jamais. Par conséquent x = y et f est injective. Pour
montrer que f~1 est continue, il faut montrer que l'image réciproque par f=' d’un voisinage
d’un point est un voisinage de la réciproque du point. Ou encore, que ['tmage directe par f
d’un voisinage d’un point a est un voisinage de f(a). Soit V' un voisinage de a, il contient un
intervalle du type [a — €,a + €], l'image de ce connexe par une fonction continue est encore
conneze et est donc un intervalle [c,d] (fermé car f est continue et l'intervalle de départ
est compact). Si f(a) €le,d[, on la démonstration est finie. Si f(a) = ¢ ou f(a) = d alors
a est un extrémum local de f et donc f'(a) = 0 ce qui contredit I’énoncé. Ainsi f est un
homéormorphisme. f~1 est différentiable car la différentielle de f ne s’annule pas (théoréme

de deug...).

Le taux d’accroissement

tend vers 1 quand x tend vers zero (sin” est bornée) et donc f est dérivable ‘au point 0 et
f(0)=1#0.

Par l’absurde, supposons que f soit inversible au voisinage de 0.Soit € > O~tel que | —e, e[ soit
inclus dans ce voisinage. f étant continue (car dérivable), elle est strictement monotone. Or
f(x) =1—=mcos T+2xsin L. Prenons k € N tel que 5 < € et 1757, < € alors f'(3) = 1—7 < 0
et f(ﬁ) =147 > 0 et donc f n’est pas monotone sur|—e, e[ ce qui donne la contradiction

recherchée. Le théoréme de linverse local nous montre de plus que f n’est pas de classe C*

dans aucun voisinage de 0.




2.6 Théoreme des fonctions implicites 46

(Inversion globale). On suppose que f est de classe C*. Alors f est un C*-difféomorphisme
de U sur f(U) ssi elle est injective et en tout point sa différentielle est inversible, f est alors

ouvert

2.6 Théoréme des fonctions implicites

(Théoréme des fonctions implicites).

Soient n,m > 1 deux entiers, U un ouvert de R” x R™ et f : U — R™ une fonction de classe
C'. Soit (xg,90) € U tel que f(xg,y0) = 0, et la différentielle de I'application y — f(xq,y)
soit inversible en yo. Alors il existe un ouvert V contenant xq, un ouvert W contenant (o, yo)

et une application ¢ : Uy — R™ de classe C* tels que
V(z,y) e W, f(z,y) =0<= 2 €V et px)=y

On dit que alors 'équation f(z,y) = 0 définit implicitement y en fonction de = au voisinage

de (o, %0)

Exemple
2.

Soit f : R® — R? définie par f(x,y,2) = (22 —y? + 22 — 1L, wyz — 1). Soit (w0, y0,20) € R? tel que

f (20,90, 20) = (0,0). Montrez qu’il existe un intervalle I contenant xq et une application ¢ : I — R?
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tels que p(z0) = (Yo, 20) et f(x,p(x)) =0 pour tout x € I.
Soit (xg,y0,20) € R3 tel que f(xo,y0,20) = (0,0) (par exemple (1,1,1)). f est C* car coordonnées

polynomiales.

Mat Dy f( ) %—J;l(ﬂfoayoyzo) %(mo,yo,zo) —2yo 220
at 2 J{Zo, Yo, 20) = =
%(xo, Yo, %0) %(fﬂo, Yo, %0) Zozo  ToYo

det(Mat Dy f (20,0, 20)) = —220(y2 + 22) # 0 car zoyozo = 1 donc xg # 0,yo # 0,29 # 0. D’apres le
théoreme des fonctions implicites, il existe I intervalle contenant xq et o : I — R? tel que f(x,¢(z)) =0

pour tout x € I et o(xg) = (Yo, 20)-
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2.7 Exercices

r-' Exercice 1

1)

Préciser le domaine de définitition des fonctions suivantes et faire un dessin.

f(w,y)=x$+—g;1-

flz,y) = #52_1
flz,y) = — ! "
flz,y) = Vay.

f(@,y) = %
f(z,y) = Inzy.
flzy)=e"v.

N\
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1)

Calculer les limites suivantes quand elles existent :

. z3
lim —.
(z,9)—(0,0) Y

T+ 2y
11m —_—,
(z.y)—(0,0) 22 — y?

lim 2Y.
(x,y)—(0,0)

lim zIn(z? + v?).
(z,y)—(0,0) ( v)

1
lm e=?+42.
(2,9)—(0,0)

S
&
AN
>

QQ
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r—| Exercice 3

1)

2V i (2,y) # (0,0)

flz,y) =
0 si (z,y) = (0,0)
4xy% si (z,y) # (0,0)
fz,y) =
0 si (z,y) = (0,0)
2 Sl (2, 0,0
P (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
xy? In(x? +9?) i (z, 0,0
fag) = y*In(z® 4+ ¢7) si(z,y) # (0,0)

0 si (z,9) = (0,0)

Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leurs domaines de définition.
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r—| Exercice 4

Calculer les dérivées partielles du premier ordre des fonctions :
1)
flz,y) = ev.
2)
fl@,y) = Vo + o2
3)
fz,y) = cosyv/a.
4)
fla,y) = (2° +y°)°.
5)
f(z,y) = arctan z
Y
6)
fey) =Y,
7)
flz,y) = =¥
8)
r—Y
Jy) =1 .
fiy) = In = )
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Déterminer les courbes de niveaux des fonctions suivantes :
1)
fl@y) =2 +y* — 20+ 4y +3.
2)
r—1
3)
22 — g2
f(xay) - 1;2 +y2
4)
2 +2r—1
T,y) = )
f(z,y) —
5)
2
6)
T
f(xy) = —=
2 —y

)
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1) Soit f définie par :
2,2

2 i (2,y) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)

f(xay) =

f est-elle de classe C! sur R??

92f | 9%f

Montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques.

a)

f(z,y) = arctan L
Yy

f(z,y) =In/(2? +y?).

flz,y) =e “cosy+ e Ycosx.

2) On dit que f est harmonique si et seulement si 75 + o = 0.
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a)

f(x,y) = 2 + 2%y — siny.

f(z,y) =Inzy.

fla,y) = e

2) Soit f(z,y) = arctan £.

1) Calculer la différentielle totale de chacune des fonctions suivantes :

Caluler la différentielle de f et en déduire la dérivée de f(cost,sint).
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r—| Exercice 8

Déterminer les points critiques des fonctions suivantes puis préciser leur nature.
1)
flx,y) = 2® + 3zy — ¢,
2)
f(@,y) = e*siny.
3)
flz,y) = 2" + zy + 4 + 22 + 3y.
4)
f(z,y) = 22 + 2%y + 29° — z* — ¢~
5)
f(z,y) = 2 — 62° + 63 + ¢/°.
6)
flz,y) = 2> + zy + y* — 3z — 6y.
7)
x
x,y) = .
flz,y) = —— ;
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2.8 Exercices corrigés

Exercice 1

Etudier I'existence et la valeur éventuelle d’une limite en (0,0) des fonctions suivantes :

Ty
1 2
Y
2.
2,2
Ty
3. L,

2,,2 .
4. Msmy

Yy
3,3
°+y
5. Lt
4,4
e +y
B L

On note f la fonction considérée.

1. Pour z # 0, f(z,—x + 23) = xﬂg:ziii) ~ —2. Quand z tend vers 0, —x 4 2®-tend vers 0 puis
z—0

f(z,y) = —oo. f n’a de limite réelle en (0,0).

lim
(z,y)—(0,0)
>0, y=—z+a3

2. Pour z # 0, f(2,0) = 229 = (0 puis  lim O)f(x,y) = 0. Mais aussi, . pour x # 0, f(z,x) =

2 2
y=0

TXT
x4

1
= % puis ( l)m% )f(x, y) = 3 Donc si f a une limite réelle, cette limite doit étre égale a 0
z,y)—(0,0
z=y

et a % ce qui est impossible. f n’a pas de limite réelle en (0, 0).
3. Pour tout (z,y) € R?, % — 2|zy| + y? = (|z] — |y[)? > 0 et donc |zy| < 3(2? + y?). Par suite, pour

(z,y) # (0,0),
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CEQ 2 LEQ 2\2
|f(m,y)| = x2_€y2 < i(m;fy%) = %(xz + y2)'
Comme lim, ) (0,0) %l(xQ +y?) =0, on a aussi lim, ) (0,0) f(2,y) = 0.

siny __
Y

4. lim(x’y)ﬁ(op) 1let lim(%y)ﬁ(oyo)(l + x? + y2) = 1. Donc hm(z’y)ﬁ(oyo) f(l", y) =1.

5. Pour (z,y) € R?, |2 + ¢*| = |z 4+ y[(2? + 2y + ¥?) < 2|z +y|(2? + y?) et donc pour (z,y) # (0,0),

CEB 3
|z, y)] = Bl < Sla+ ).
Comme lim, ) (0,0) %|x +y| =0, on a aussi limg 0,0 f(z,y) = 0.

6. Pour (z,y) € R?, |z* + y*| = (2% + y»)? — 2222 < (2? + y*)* + 2 x (3(a* + yQ))2 = 3(2? + y*)* et

donc pour (z,y) # (0,0),

m4 4
flwy)| = S < 322 +42).

Comme lim, ) (0,0) %(3:2 + yz) =0, on a aussi lim, ) (0,0) f(z,y) =0.

On pose f,, : [-1,1] — R puis F(z,y) = sup fu,(t). Etudier la continuité de
te[—1,1]

t = xt? + oyt
F sur R2.

Déterminons tout d’abord F(x,y) pour (z,y) € R% e Pour y € R, F(z,y) = Max {fo,(—1), fo,(1)} =

Max {ya _y} = ‘y’ oSix 7£ O? F(Q:ay) = Max{fx,y(_1>afx,y (_%) 7fl",y(1)} = Max {LIZ’ + Y, T —Y, _%} =

Max {x + |y, —%}. Plus précisément, si x > 0, on a x + |y| > 0 et —% < 0. Donc F(z,y) = x + |y| ce

qui reste vrai quand x = 0. Siz < 0, x+|y|— <—%> — doltdayity’ _ @etbD® < ef donc F(x,y) L

4x 4z == 4z
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En vertu de théorémes généraux, F' est continue sur {(z,y) € R? z >.0} et {(z,y) € R? z < 0}.

Soit yy # 0. ( )1111(1 )F(x,y) = +00 # |yo| = F(0,y0) et donc F' n’est, pas continue en (0, o). Enfin,
z,y)— 07y0
<0, y=yo

1
lim F(x,y) =—-# 0= F(0,0) et donc F n’est pas continue en(0,0).
(2,y)—(0,0) 4

<0, y=v/—x

F est continue sur R?\ {(0,y), y € R} et est discontinue en tout (0,y), y € R.

Exercice 3

0si (z,y) = (0,0)
Déterminer la classe de f sur R? ou f(z,y) =

W) i (z,y) # (0,0)

x2 +y2

e Pour (z,y) € R?, 22 +y* = 0 & 2 ="y = 0 et donc f est définie sur R% e f est de classe C™ sur
R?\ {(0,0)} en tant que quotient.de fonctions de classe C*° sur R? \ {(0,0)} dont le dénominateur ne
s’annule pas sur R?\ {(0,0)}.

e Pour (z,y) # (0,0), |f(z;y)| < % = |zy|. Comme lim(, ) (0,0) |2y| = 0, on en déduit que

( l)iIT%O )f(x,y) =0 = f(0,0). Ainsi, f est continue en (0,0) et donc sur R2. e Existence de 2£(0,0).
z,y)—(0,0

(2,y)#(0,0)

Pour x # 0,

f(x,0)—f(0,0) _ xx0x(x2-0%) 0

z—0 zx (z2402)
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f($70)_f(070)

et donc lim,_,g =5

= 0. Ainsi, f admet une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable

22 —y?)(z? 3 —y2z)(2z T4 44z2y? —y?
en (0,0) et 2£(0,0) = 0. @ Pour (z,y) # (0,0), 9L (z,y) = y By (;erL )( v o)) _ o (;fﬂ%)zy ).

Finalement, f admet sur R? une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable définie par

) 0si (2,y) = (0,0)
V(z,y) € R?, Z(z,y) =

2440202 —yt) .
ur it si (2,y) # (0,0)

e Pour (z,y) € R?, f(y,z) = —f(x,y). Par suite, ¥(z,y) € R?, 2 o Lz,y) = %(y,x). En effet, pour

(70, 9o) donné dans R?

f(zo,y)—f(zo,y0) _ —f(y,xo)+f(yo,x0) _  fy,x0)—f(yo,%0) _of
) - ) - Y=o AT (40, %0)-

Donc, f admet sur R? une dérivée partielle par rapport & sa deuxiéme variable définie par

0si (z,y) = (0,0)
V(z,y) € R, G(z,y) = —5L(y,2) =

T

o(zh—4z22— ) .
w Sl (x,y) + (0>0)

e Continuité de % et g—?’; en (0,0). Pour (z,y) # (0,0),

& (z,y) —

6f ly(z!+4z?y®—y)| - |yl +4a?y’+ot) o [yl(2a?+4a?y?+21)
1(0,0)] = P < MR S MRS =2

Comme 2|y| tend vers 0 quand (z,y) tend vers (0,0), |%($,y) - %(0,0)‘ tend wers 0 quand (x,y)

tend vers (0,0). On en déduit que I'application 32 91 est continue en (0,0) et donc-sur R2. Enfin, puisque

V(z,y) € R?, ay( y) = gx(y, ), g—]yc est continue sur R%. f est donc au_moins de classe C! sur
A1 (2,0)—2L (0,0 . 2 (2,0)—2L(0,0 .
R?. e Pour z # 0, B(Tgy() = ;—4 = 1 et donc lim, .o o ifgy( ) — 1. Donc %(0,0) existe
of _of of _of
et [fyafx(() 0) = 1. Pour y # 0, Bx(y,oz_gx(o,O) = —Z—j = —1 et donc lim, —M(y,Oy)_gx(o,o) = —1. Donc

£(0,0) existe et -2L(0,0) = —1. -Z2L(0,0) # 8Can(() 0) et donc f n’est pas de classe C? sur R?

Bzay 3$8y

d’apres le théoréme de SCHWARZ.
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f est de classe C'! exactement sur R?. I

Soit f : R* —s R
Osiy=0
(,y)
y? sin <§> siy#0
1. Etudier la continuité de f.

2. Etudier l'existence et la valeur éventuelle de dérivées partielles d’ordre 1 et 2. On mon-

P ot LL gont définies en (0,0) mais n’ont pas la méme

trera en particulier que 220y Dy0z

valeur.

1. Posons A = {(z,y)/ y # 0}. f est continue sur R* \ A en vertu de théorémes généraux. Soit

Xo € R.
Osiy=0 )
[f(@,y) = f(20,0)] = <y
y? |sin (%)’ siy #0
Comme lim ¢* =0, lim |f(z,9) — f(20,0)] = 0 et donc f est continue en (zg,0).
(z,y)—>(z0,0) (:c,y)—)(:co,O)
Finalement,
f est continue sur R2. I
2. o f est de classe C? sur R? \ A. En particulier, d’aprés le théoréme de SCHWARZ, % = 88;—8]; sur

A. pour (z,y) € R?\ A,
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O (2, y) = yeos (2) et Z(z,y) = 2ysin (2) — weos (2),

puis

2 . 2 .
Sy = —sin (3), () = cos (3) — 5uin (5),

et enfin

2 3 X X X T : xT
g—y’;(w,y) = 2sin (5) — 25 cos (§> — y—z sin (5)

e Existence de %(%, 0). Pour z # z, LE0=1@00 _ ¢ of donc/20=/00) . ( On en déduit

T T—x0 T—x0 T—x0

que %(azo, 0) existe et %(mo, 0) = 0. En résumé, f admet une dérivée partielle par rapport a sa

premiére variable sur R? définie par

e Existence de %(:L‘o, 0). Soit zg € R. Pour y # 0,

ﬂm@ﬁwwwz Osiy=0 <yl
y—0 =gk
y‘sin (%)‘ siy#0
et donc%{j(mo) — 0. On en déduit que g—’yc(xg, 0) existe et %(3}0, 0) = 0-En résumé, f admet

y—0

une dérivée partielle par rapport & sa deuxiéme variable sur R? définie par

-y Osiy=20
V(x,y) GR ) 3_y<x7y) -

2y sin (§> — I Ccos (g) siy#0

e Existence de ggy((), 0). Pour x # 0,
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L
&y (2:0)—35(0,0) .
et donc #———2*—— tend vers 0 quand x tend vers 0. On en déduit que My(o 0) existe et
Bm&y(o 0) =0.
¢ Existence de —(0 0). Pour y # 0,
HOw-gL 00 _ vees(y) _
y—0 -y

5L (0.9)~32(0.0) s 0 -
et donc 2=——F=— tend vers 1 quand y tend vers 0. On en déduit que m(& 0) existe et

8y833<0 0) = 1.

Exercice 5

Le laplacien d’une application g de R? dans R, de classe C? sur R? est Ag = (%2 + gyg

Déterminer une fontion de classe C? sur un intervalle I de R & préciser a valeurs dans R telle

que la fonction
go,y) = f (52)

soit non constante et ait un laplacien nul sur un sous-ensemble de R? le plus grand possible

(une fonction de Laplacien nul est dite harmonique).

2 cos(2x)

Pour (z,y) € R*, 755 € [—1,1]. Plus précisément, quand z décrit R, C}?(Sziz décrit [—1, 1] et donc quand

(z,y) décrit R? Cfgx décrit [—1,1]. On suppose déja que f est de classe C* sur [—1,1]. L’application

g est alors de classe C? sur R? et pour (x,y) € R?,
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dg _ 2sin(2x) ¢7 [ cos 2z . 0%g __4cos(2x) pr ( cos2x 4sm 1 [ cos2x
ox ('I y) ch(2y) f ch2y puis 5.3 ('T’y> ch(2y) f ch2y ch2(2y f ch2y J°

Ensuite,

0 __2cos(2z)sh(2 T
8@91 (ZL‘ y) c(}12()2y)( ) fl (CC(LS;y )

puis

82 4 cos(2x cos 2z —4sh(2 cos 2z 4 cos?(2x) sh?(2y) cos 2z
Gty) = —"Gu <Ch§y) — 2cos(2z) sh(2y) il f' (Ch§y> A deod @) 8242y) g (Ch§y>_

Mais alors
Agla.y) = —8 cos(2x) ch2(2y:))) + 8cos(2z) sh*(2y) ., (cos 2:1:)
ch®(2y) ch 2y
N 4sin?(27) Ch2(2y)4—|— 4 cos?(2x) sh?(2y)—,, <@)
ch*(2y) ch2y
—8cos(2x) ,, [ cos2x 4(1 — cos?(27)) ch®(2y) + 4 cos?(2x)(ch?*(2y) — 1) ,,, [ cos 2z
B ch?(2y) < ch 2y ) * ch?(2y) / < ch 2y )
—8cos(2z) ,, [ cos2x 4 ch?(2y) — 4cos?(2z) ,, (cos 2z
B ch®(2y) ( ch 2y ) * ch*(2y) ( ch 2y )
4 cos(2x) ,, [ cos2z cos®(2z)\ ,, [ cos2z
" c?(2y) <_ ch(2y) L (Cth) ! ( ch*(2y) ) g (Cth )) |
Par suite,

2x) oS 2x cos®(2x) oS 21
Ag — R? _2(:08( , 1 " _
9=0e vy e R, ch(2y) / ch 2y * ch?(2y) / ch 2y 0

evte[-1,1], =2tf/t)+ (1 - f'(t) =0Vt [-1,1], (1 - ) f)(t) =0

SINER, Ve [-1,1], (1 —)f(t) = A
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Le choix A # 0 ne fournit pas de solution sur [—1, 1]. Donc A = 0 puis f = 0 puis f constante ce qui est
exclu. Donc, on ne peut pas poursuivre sur [—1,1]. On cherche dorénavant f de classe C? sur | — 1, 1|

de sorte que g est de classe C? sur R*\ {(&8,0), k € Z}.

>

Q

f solution < I\ € R*, Vt €] — 1,1, (1 —#*)f( A@HA‘%/WE 1,1, f'(t) = 1 )\t2

&I p) ER* xR/ V€] — 1,1[, f(t) = )\ar@—i- .

r—| Exercice 6 > N

Trouver les extrema locaux de

1. f: R — R

(z,y) = 2 +azy+y®+20+3y

(z,y) = o' +y'—day

>
&
o~
Qr

1. f est de classe C* sur'R? qui est un ouvert de R?. Donc si f admet un extremum local en un point

(w0, y0) de R?, (z0, o) est un point critique de f. Or, pour (z,y) € R?

%ﬁ(%y)=0 - 2w+y+2=0 " r=-1
a£($,9)20 r+2y+3=0 y=—14
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Donc si f admet un extremum local, ¢’est nécessairement en (—

part,

2 2
flz,y) =2* + 2y +y° + 22+ 3y = (x—l—%—l—l) —(%—irl) + 9 + 3y

Yy 2 3y
= = 1) — +2y—1
<x+2+ + A + 2y

y 2 3 N 7 7 14
e pe 1 — —_ ——2——: -, = .
<x+2+>+4(y+3) 5231\ 733

Donc f admet un minimum local en (—%, %) égal a —% et ce minimum local est un minimum

global. D’autre part, f n’admet pas de maximuin local.

2. f est de classe C*! sur R? qui est un ouvert de R?. Donc si f admet un extremum local en un point

(w0, y0) de R?, (z0,yo) est un point critique de f. Or, pour (z,y) € R?

%(z,y):() 43 — 4y =0 y = a3
& & < (x,y) € {(0,0),(1,1),(—1,-1).
Y (z,y)=0 493 +4r =0 ¥ —2=0
Les points critiques de f sont.(0,0), (1,1) et (=1, —1). Maintenant, pour (z,y) € R?, f(—z,—y) =
f(z,y). Ceci permet de restreindre I’étude aux deux points (0,0) et (1,1). @ Pour z € R, f(z,0) =
x> 0 sur R* et f(x,2)= —42% 4+ 22* = 22%(—2 4+ 2?) < 0 sur | — +/2,0[U]0, v/2[. Donc f change

de signe dans tous-voisinage de (0,0) et puisque f(0,0) = 0, f n’admet pas d’extremum local en

(0,0). @ Pour (h, k) € R?,
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FA+h14+E) —f(1L,0)=0+h)"+ (1 +Ek)* =41+ h)1+k) +2 =6h+ 6k
— 4hk + 4h* + 4k + ' + K
> 6h* + 6k — 2(h* + k?) + 4h° 4K + h* + k' = 4h®
+4h® + bt 4 4k + 4k° + K

= h*(2h* + 1)* + K*(2k* +9)* > 0.

f admet donc un minimum global en (1,1) (et en (=1;—1)) égal & —2.

Exercice 7

Maximum du produit des distances aux cotés d'un triangle ABC du plan d’un point M

intérieur a ce triangle (on admettra que ce maximum existe).

Soit M un point intérieur au triangle ABC. On pose a = BC', b=CA et c= AB. On note z, vy, z et A

les aires respectives des triangles MBC, MCA, MAB et ABC. On a

d(M, (BC))CZ(M, (CA))CZ(M(AB)) _ 2aire(M BC) 2aire(MC A) 2aire(M AB) _ 8xyz — %xy(A — - y)

a b c abc

On doit donc déterminer le maximum de la fonction f(z,y) = 2y(A — x — y) quand (z,y) décrit le
triangle ouvert T' = {(z,y) € R?, 2 > 0, y > 0, 2 +y < A}. On admet que f admet un maximum
global sur le triangle fermé 7" = {(x,y) € R*, >0, y > 0, x +y < A} (cela résulte d’un théoréme de

math Spé : « une fonction numérique continue sur un compact admet un minimum et un maximum » ).
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Ce maximum est atteint dans U'intérieur 7" de 7" car f est nulle au bord de T” et strictement positive a
I'intérieur de 7T".
Puisque f est de classe C! sur T qui est un ouvert de R?, f atteint son maximum sur 7’ en un point

critique de f. Or, pour (z,y) € T2,

L(w,y)=0 y(A—z—y)—ay=0 y(A -2z —y) =0
= =
ey =0 | yA-z—y —ay=0 r(A—2—2y)=0
(
2r+y=A A
= ST=Y=—=.
3
r+2y=A
Le maximum cherché est donc égal a aibc X é X é X (A— é — é) = 2%2(:‘ (On peut montrer que ce

maximum est obtenu quand M est le centre de gravité du triangle ABC).

Exercice 8

Soit a un réel strictement positif donné. Trouver le minimum de f(z,y) = /22 + (y — a)? +

y* + (- a)®

Soient R un repére orthonormé de R? muni de sa structure euclidienne canonique puis M, A et B les
points de coordonnées respectives (x,y), (0,a) et (a,0) dans R. Pour (z,y) € R? f(z,y) = MA+MB >

AB = ay/2 avec égalité si et seulement si M € [AB]. Donc

Le minimum de f sur R? existe et vaut av/2. I
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r—| Exercice 9

Trouver toutes les applications ¢ de R dans R de classe C? telle que lapplication f de

U ={(z,y) € R?/ z # 0} dans R qui & (z,y) associe ¢ (¥) vérifie

3
N
O

Soit ¢ une application de classe C? sur R puis f l’applicatlo@me sur U par Y(z,y) € U, f(z,y)
¢ (4) vérifie : Cé&
2f Q
a_ ) %

4}

Puis, quand (z,y) décrit U, ¢ %11: R (car ¥ décrit déja R)
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$
O

2
Y(z,y) €U, o7

) 1
& V@R, o'(t) = 5 (par continuité de ¢’ en + 1)

'Qr .
@)\ER/WER, plt) =5 + A

\
—| Exercice 10 - Q)

0% f °f y Y (Y v’ vy _ Y
) €U Galrd) = galen) = 5 e Ve €U0 () l(:? ) (2)=1
VR 210+ €0 -
@) 2
SIANER/VEER, (2= 1)(t) = A
Maintenant, % + A ne s’annule pas en +1, I'égalité (%) fournit une fonction ¢ telle que ¢’ n’a pas une

limite réelle en 1. Une telle solution n’est pas de classe G&r R. Donc nécessairement A\ = —% puis

Trouver toutes les applications f de R? dans R vérifiant

1. 2% — % = 0 (en utilisant le changement de variables u =z +y et v = x + 2y)

2. 23 + yg_y =22 +y?2sur D= {(z,y) € R?*/ z > 0} (en passant en polaires).

1

O )= L) = L ot er @ - o) = Lot e vt e R\ {-1,1}, 9/(t) = &
ox2 "’ oy2 x3 2 T 2
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u=x+y Tr=2u—"v
1. & . L’application (z,y) — (u,v) est un C'-diffeomorphisme de R?

v=21x+ 2y y=-—-u-+v

sur lui-méme. Pour (u,v) € R?, posons alors g(u,v) = f(2u —v,u +v) = f(z,y) de sorte que
V(x,y) € R? f(z,y) = g(x +y,z+2y) = g(u,v). f est de classe Lsur R? si et seulement si g est

de classe C! sur R? et ‘Q)C)

Par suite,

Y(z,y) € R?, 2%(90,'5%\,— a—y(x,y) =0 < Y(u,v) € R? %(u,v) =0

AQ% & 3JF : R — Rde classe C! telle que
S Y(u,v) € R?, g(u,v) = F(v)

& 3F : R — Rde classe C*

telle que ¥(z,y) € R?, f(z,y) = F(z + 2y).

2. On pose r = y/x2+y? et § = arctan (%) de sorte que x = rcosf et y = rsinf. On pose
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V(z,y) € D, f(z,y) =22+ >+ ¢ (arctany)

1 T n %
< Jp de classe C' sur] 2,2[/ )
&
< Fop de classe O sur R/ V(x,y) € D, f(x,y) = /22 + 32 ?@ :

71
f(z,y) = f(rcosf,rsinfd) = g(r,0). On sait que 5~ BT = cos®), 6T—sm0, gg —¥7%=¥
of of dg sinfdg _ dg  cosfdg\ 9y
9:8 +y3 —rcos@(cos&ar Ty + rsin sm@ar —25) ="
puis
Vi y) € D, ng(x y)+yg (2,y) = Va? + 42 & Vr >0, rg (r,0) = r < Vr >0, g (r,0) =
@ElgodeclasseClsur]——_[/v(rg) €lo +°°[X]‘gvg[ C§
oY
g(r,0) =71+ ¢(0) >\/
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1. Montrer que lapplication ¢ : (r,0) — (z,y) = (rcos6,rsinf) est un C'-
diffeomorphisme de l'ouvert ]0,00[x| — m, 7| sur le plan privé de la demi-droite R™.
Si f(x,y) = g(r,0) donner les formules de passage entre les dérivées partielles de f et
celles de g.

2. Soit U le plan privé de l'origine, et f(z,y) = (22 — y?, 2zy).

Montrer que f est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de U mais n’est

pas un difféeomorphisme global.

3. Soit g lapplication de R? dans R? définie par g(z,y) = (z + y, zy). Trouver un ouvert

connexe maximal U C R? tel que g soit un difféomorphisme de U sur g(U).
4. Soit h lapplication de R? dans R? définie par (z,y) — (e cosy, e®siny).
Montrer que h est de classe C' dans R?*; que A'(x,y) est un élément de Isom(R? R?)

pour tout (x,y) de R?; mais que h n’est pas un homéomorphisme de R? sur h(R?).

1. L’application ¢(r,0) = (rcosf,rsinf) est de classe C* car ses coordonnées le sont. Pour montrer

que c’est un difféeormorphisme global, il suffit de montrer que c’est un difféo local (théoréme de
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I'inverse local) et qu’elle est bijective. Calculons la matric jacobienne de ¢ :

cosf —rsinf
Do(r,0) =

sinf  rcosf
La jacobienne de ¢ est det(Dp(r,0)) = r(sin®z + cos?z) = r > O.si(x,y) # (0,0). L’application ¢ est
donc bien un difféomorphisme local au voisinage de chacun des.point de |0, +o0o[x] —m, 7[. La bijectivité
se vérifie en explicitant par exemple la réciproque de ¢ (si onpose = = rcosf et y = rsinf, on pourra

considérer les données x? + y? et y/x...).

Soit ¢ 'application de R? dans R? définie pas

p(z,y) = (sin(y/2) — z,sin(z/2) - y).

1. Justifier que @ est de classe C*, calculer sa différentielle et voir que Dg(z, y) est inversible

pour tout (z,y) € R?.

2. Montrer que ¢ est un C'-diffécomorphisme de R? sur ¢(R?) et justifier que ¢(R?) est un

ouvert.

3. Montrer que ¢! est lipschitzienne (on prendra comme norme sur R? : ||(z,y)|| = |z| +
[yl)-

4. En déduire que ¢ est un difféomorphisme de R? sur R?

5. Calculer Dy~ (p) ot p = (1 — 7/2,v/2/2 — ).
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1. ¢ a des coordonnées de classe C!, elle I’est donc aussi. On a

—1 1/2'cos(y/2)
Jac(p)(z,y) =
1/2cos(z/2) ~1
On a det(Jac(p)(z,y)) = 1 — 1/4cos(z/2) cos(y/2) > 3/4 > 0. Par conséquent la jacobienne est
inversible et Dy(z,y) € Isom(R? R?) = GL(R2.

2. D’aprés le théoréme de I'inverse local, Il suffit delmentrer que ¢ est injective. Supposons p(z1,y1) =
©(x2,Ya), alors sin(y, /2) — x1 = sin(ya/2) — z3-et sin(x;/2) —y; = sin(x2/2) — yo. Dot sin(y; /2) —
sin(yz/2) = x1 — xg et sin(xq1/2) — sin(x2/2) = y1 — yo. Or, Va,b € R, |sina — sinb| < |a — b|
(conséquence des accroissements finis appliqué a sin x). Donc |21 — 22| < |y1/2—y2/2| et |y1 — 42| <
|z1/2—25/2| o0 |21 —2o| < 1/4|21 =22 = 21 = 22 et y1 = y2. p : U — F est injective. L’ensemble
f(U) est ouvert car il est réunjon-d’ouverts (d’aprés thm inverse local). C’est un difféomorphisme

en U et o(U).

3. Soient (Xi,y1), (X2, Ya)€ p(R?) avec ¢(z1,11) = (X1,Y1) et ¢(r2,42) = (Xa,Y2) ou encore

e (X1, Y1) = (21, y1) et o (X5, Y2) = (22,92). On a
o™ (X1, Y1) — o ' (X2, Yo)|| = [|(z1,31) — (2, 12)|| = [|(z1 — @2, 91, 92)|| = |21 — 22| + |1 — 12

Or sin(y1/2) — 1 = Xy, sin(y2/2) — 29 = Xo, sin(x1/2) —y1 = Y7 et sin(z3/2) — y2 = Ys. Par
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conséquent

1 — xo = sin(y1/2) — X7 — sin(y2/2) + Xo

y1 — Yo = sin(z1/2) — Y] — sin(x9/2) + Y5

D’ou

w1 — Xa| + |y — yo| < | Xo — Xo| + [sin(y1/2) — sin(yz/2)[ # [Ya — V3| + [sin(21/2) — sin(22/2)]

<Xy = Xa| +1/2|p0 — yo| + 12 = Yi| +1/2|21 — 2

d’ou

|71 — @a| + |y1 — y2| < 2(| X =X+ [Y2 — Y1) < 2|[(X1, V1) — (X2, Vo).

Donc ¢~ est lipschitzienne.

4. Soit (X,,,Y,) une suite de cauchy‘dans p(R?), ((X,, Yn) = (@, Yn) ; (T, yn) = ¢~ (X, Yy)). Pour
tout € > 0,3n € N,p,q > n = [(X,,Y,) — (X, Yy)|| < €. Par conséquent, Ve > 0, In € N;p,q >
n = ||(@p, yp) — (4, yy)|| < 2. La suite (z,,y,) est alors de cauchy dans R?, qui est complet. Par
conséquent elle converge. Soit (z,y) sa limite. Comme ¢ est continue et que lim,(z,,y,) = (2, )
alors lim, (2, Y, ) =¢(z,y). La suite (X,,Y,) est une suite de Cauchy de R2. Elle converge.
Soit (X,Y) sa limite, alors (X,Y) = p(z,y) car (X,,,Y,) = (X,Y) et o(z,, yn) — ©(z,y). Donc
(X,Y) € p(R?). (R?) est alors complet et donc fermé. Comme p(R? est un ouvert fermé et non

vide (il contient (0,0) = ¢(0,0)) dans le connexe R? on a p(R?) = R2.

5. p=(1-7/2,v2/2—7) = p(1/2,7) = p(q) ottq = (7/2,7). ¢ : E — F est un C'-difféormorphisme
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donc ¢~ o ¢ = Id et donc

Id=D(p~" o 9)(q) = Do (¢(q)) o Dy(q).

Or Do~ (12(g)) = (Dip(q)) " et done Jacg™(p) = (Jacp(/2,7))~". Or

-1 1/2cos(y/2)
Jacp(z,y) = ( ) -
1/2cos(z/2) -1

Dfou

et donc

-1 0 ~
Jacp(m/2,7) = ( )
V2/4 -1 %
I
S
N
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Soit f : R®™ — R™ une application C'. On suppose qu’il existe @ > 0 tel que pour tout
h,z € R",

(Df(x)(h),h) = alh, h).

1. En considérant la fonction t — ¢(t) = (f(a + t(b — a)), b,)), montrez que
(f(b) — f(a),b—a) > a{b— a,b— a) pour tout a,b € R".

En déduire que f est une application fermée.

2. Démontrer que, pour tout € E, D f(z) est un isomorphisme de R™. En déduire que f

est une application ouverte.

3. Conclure que f est un diffecomorphisme de classe C* de R” sur lui méme.

Posons 0(t) = a + t(b— a) et ¥(z)= (x,b — a) qui est linéaire et continue (donc C'*).

1. f et v sont de classe C'%car composées d’applications de classe C*. On a

De(t) = ¢'(t) = (o fob)(t)'(t) = DW(f(0(t))oDf(0(t)) o DO(t) = (D f(a+t(b—a))(b—a),b—a).

Par conséquent :

O (t) = alb—a,b—a).
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Or, (1) — p(0) = (f(b) — f(a), (b—a)) et il existe ¢ €]0, 1] tel que p(1) — ¢(0) = ¢'(t) d’ou

Indications pour mq f est fermée : Posons ||z|| = \/(x, x) alors

ollb — al* < (F() = F(@),b — a) < [ FE=F @] b~ al]

D’ou

O

Soit F' un fermé et y, une suite de points @) convergeant vers un point limite y... Il faut

montrer que Yo, € f(F). Soit z,, une suite :{e\(points de R™ tels que f(z,) = y,. Il reste & montrer

que cette suite admet est de Cauchy@onverge donc et que sa limite x4, vérifie f(Zo) = Yoo-

r—| Exercice 14 N

Donner l'allure de C' = {(z,y) € R% z* + ¢y — y> + x — y = 0} au voisinage des points (0,0)

et (1,1).

Y

N

&

Posons f(z,y) =a2* + 3> — 2> —y* + 2 —y, f(0,0) =0 et f(1,1) = 0. R est un espace de Banach et f

est de classe C'!' car polynomiale.

of

=3y -2y —1
gy~ W
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Etude au point (0,0), g—z((), 0) = —1, c’est un isomorphisme de R. Nous sommes dans les conditions
d’application du théoréme des fonctions implicites. Il existe I contenant 0, J contenant 0 et g : I — J,

C* tel que g(0) =0 et f(x,g(x)) =0,Yz € I. On a &

En dérivant on obtient :

d’out

Etude au point (1,1), g—i(l, 1) = A&Qée n’est plus un difféo, on ne peut pas appliquer le théoréme des

N
fonctions implicites. Dans (@n prend la dérivée par rapport a la premiére variable.

a—f:4x3—2w+1
ox
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et donc %(1, 1) = 3. Donc, d’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe I contenant 1, J

contenant 1 et g : I — J de classe C! tels que g(1) = 1 et f(g(z),z) =0,Vy € I. On a

S
L

&

O

9w =W +9W)+y =y —y=0

\

46°g — 299’ + ¢ +3y* — 2y — 1'(2?

En dérivant

d’ot1 4¢'(1) — ¢’(1) = 0 et donc ¢'(1) = 0. §
129°(¢')* + 499" — 299" — 2(g" ) + ¢" + 6y — 2 =

d'ou ¢"(1) = —4/3.




3 Intégrales multiples

3.1 Intégrales curvilignes

3.1.1 Intégrale curviligne d’une fonction

(Définition 1)

Soit f une fonction continue sur un domaine D C R?® contenant une courbe T, ¢ € [a,b)].

L’intégrale curviligne de f sur I' est définie par

b
/F F(zy, %) ds = / Fa(t), y(t), (1) |7/ dt

24. Soit I' le cercle dans le plan™» =1 de centre (0,0, 1) et de rayon R > 0. On choisit une

représentation paramétrique, pourt € [Q, 27|

Ona |7'(t) = VR2sin®t + R%cos®t = R. La longueur du cercle

L(F):/Fds:/:ﬂ]V’(t)]dt:/ozﬂRdt:%R
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Soit f(z,y,2) = % = y* + 22, Sa restriction sur le cercle est
f(z,y,2)|lr = f(Rsint, Rcost,1) = R*cos*t + R*sin’t +1 = R* +1
et finalement ['intégrale curviligne vaut

2w
I= / (1+ R)Rdt =27(1+ R)R
0

3.2 Définition. Intégrale double

Soit f une fonction continue sur un rectangle R = [a,b] x [c,d] de R%. On partage ce rectangle«en
n - m petits rectangles R;;,i € [1,m], j € [1,n]. R;; a pour cotés le m-iéme segment horizontal et le
n-iéme segment vertical. Son sommet supérieur droit est le point (x;,y;) = (a + i - bﬁ, c+ j.- d%c) La
somme de Riemann, Sy,,, est la somme des volumes des parallélépipedes de bases sur R;; et~de hauteurs

donnés par la valeur de f en (z;,y;) de R;;

b— d— m n
Smn = ma n CZZf(x“y])

Sin est appelé la somme Darboux.
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83

L’intégrale double de f sur R est la limite des sommes de Riemann :

// flzyy)dedy = lim  Sp,.
R m—00,n—00
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Propriété 1

1. Linéarité. Soient f et g deux fonctions réelles continues sur R, alors

//R()\f(x,y)%-ﬂg(:v’y))dxdy:)x//Rf(:v,y)dxdy+u//Rg(:v,y)dxdy

2. Croissance. Soient f et g deux fonctions réelles continues sur R, telles que f(x,y) <

g(x,y), VY(x,y) € R, alors

//Rf<x,y>dxdy<//Rg<x,y>dasdy

On en déduit que

’//Rf(:c,y)dxdy‘<//Ryf(g;,y)|dxdy

3. Théoréme de Fubini pour un rectangle. L’intégrale double d’une fonction réelle

continue f sur un rectangle R = [a,b] X [c, d] est égale & deux intégrales simples succes-

//Rf(x,y)dxdyz/cd/ab(f(x,y)d:c)dy:/ab/cd(f(x’y)dy)dx

En particulier, si f(x,y) = g(x)h(y)

//Rf(x,y)dxdy:/:g@)dx./cdh(y)dy

sives :
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3.2.1 Aire d’une partie quarrable. Théoréme de Fubini

Pour définir I'intégrale double sur une partie de R? qui n’est pas un rectangle on introduit la notion
d’une partie quarrable du plan.

Soit D une partie bornée de R? et R = [a,b] X [c,d] un rectangle qui la contient.

On appelle subdivison ¢ de R, m - n rectangles R;; = [x;, Tiy1] X [yj,Yj+1], Zi,y; € R venant du

partage de [a, b] en m segments et de [c, d] en n segments :

a=10<11< - <Typ=0b; c=y<yp<---<y,=d

pour m et n quelconques. Le rectangle R;;, est d’aire p(R;;) = (ix1 — 1) - (Yjs1 — Yj)-

A toute subdivison ¢ de R on associe deux quantités qu’on appelle les sommes de Darboux :

s(o) = Z (Tit1 — ;) - (Yj41 — y;) et S(o) = Z (@it1 — i) - (Yj+1 — Y5)%

RijCD Rij (| D#£0

[Déﬁnition 2]

On dit que D C R est quarrable si la borne supérieure des sommes s(o) est égale a la borne

inférieure des sommes S(o). Leur valeur commune donne 'aire de D.

16. Sv D est une partie quarrable du plan alors la frontiere de D est quarrable d’aire

nulle. Ainsi, un disque ou un polygone sont des exemples de parties quarrables, que l’on prenne ou non

leur frontiére.
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(Définition 3

Une fonction f bornée sur une partie quarrable de R? est intégrable si et seulement si la

somme (aussi appelé une somme de Riemann)

Z f(us,v;) Aire(R; )

Ri; N D#0

tend vers une limite finie indépendante du choix de (u;,v;) quand x; 11 —; et y;+1 —y; tendent

vers 0. Cette limite est appelée l'intégrale de f sur D :

//D f(z,y) dzdy.

Soit f : D — R une fonction continue et bornée sur une partie quarrable du plan. Alors f est

intégrable sur D.

17. La propriété d’étre”bornée est importante. C’est la méme chose pour les fonctions

d’une seule variable comme le montre ['exemple de la fonction 1/x qui n’est pas bornée sur l'intervale
10,1] : elle n’est pas intégrable’t
Soit f : D — R une fonction bornée sur une partie quarrable du plan. Si I’ensemble des points

de discontinuité de f est d’aire nulle alors f est intégrable sur D.
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Par ailleurs, laire d'une partie quarrable D C R? peut étre vue comme une intégrale d’une fonction

Aire(D) = [ azay

Il est facile d’expliquer cela par un raisonnement géométrique - présenterlesgraphe de la fonction 1 sur

constante égale a 1 sur D

D et voir quel volume représente 1'intégrale double.
Comment, en pratique, calcule-t-on les intégrales doubles sur une.partie quarrable du plan ?

- Soit ¢ et 1 deux fonctions continues sur [a, b] et soit

D = {(z,y) € R ¢(z) <y < ¥(2)}.

(Faire un dessin). Soit f une fonction réelle intégrable sur D. Alors, on a

/[ ramasu=] b ( /¢ Z(:C)f(:r,y) dy) dr.

25. On calcule

]://D(x+y)2dxdy

ot D est un triangle de sommets, (0,0), (0,1) et (2,0). Alors ici

o(x) =0 et (x) = —g +1, x€]0,2].
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Donc

2 [ —z/2+1 ) 2 /21 7
I= (w+y)dy ) de= | [(@+y)°]_, de = ¢
o \Jo 0

La variable x ayant exactement le méme statut que la variable y donc on peut_calculer la méme intégrale

_ /01 (/Owy(:c +y)2dx> dy

et obtenir le méme résultat. 1l faut faire attention auzx bornes de [intégrale. La valeur de l’intégrale est un

comme suit :

nombre - on ne peut pas avoir des fonctions pour des bornes pour l'intégrale simple calculée en dernier.

3.2.2 Changement de variables dans une intégrale double. Matrice jaco-
bienne

Soit f une fonction continue sur un compaet_quarrable D C R2. Soit une bijection notée A — D
définie par :

(uv v) K ($ = ¢<u>v)>y = ¢(uv U))a

¢ et 1 étant de classe C'. Alors,

D(z,y)
flxyy dxdy—//fqﬁu,v,wu,v du dw,
/[ s [ rtotu.. vt | 5
D
ol (x,9) = O_x@ - 8_x@ est la valeur absolue du déterminant de la matrice Jacobienne (défini-
D(u,v) Judv  Ovdu

tion 3) des dérivés premiéres de l'application A — D.

On peut le voir en utilisant le calcul des formes différentielles. Si x = x(u, v) et y = y(u,v) la 2-forme
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différentielle dx A dy s’exprime en du A dv par le calcul suivant (dans le contexte des intégrales on

n’écrit pas de symbole de produit A) :

dxdy = (@du%—a—xdv) . <@du+@dv)

ou ov ou ov
_ 0x 0y oz Jy [0z 0y B 0z dy

26. Si on effectue un changement linéaire des variables :

o(u,v) = au + bu, P(u,v)=-cu+ dv
alors, la fonction intégrée n’est modifiée que par le facteur
lad = be|,

(valeur absolue du déterminant). Lorsque ce déterminant est 1 (pour une rotation par exemple), la

fonction intégrée reste inchangée. Ce changement de variables linéaire envoie un carré [0,1] x [0, 1] vers

a c
le parallélogramme P engendré parles vecteurs et . Donc en particulier

b d

Aire(P) = / dedy = / lad — be| dudv = |ad — be]
P 0,1]x[0,1]

27. Changement en coordonnées polaires. Soit [0, 00[x [0, 2w[— R? une bijection entre les
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coordonées polaires et cartésiennes données par

(r,t) — (r =rcost,y =rsint).

N

Q0
oz Oz 'Q
oo ZTCOSQt—{-TSith\Q%.)

9y Oy
or 0Ot

Calculer I = || D y*dz dy sur D, disque de centre (0,0) de myon@e calcul direct est assez long :

R is R2—x2

I= ffR (f%yz dy> de= [Tp2{fy " yzdy) dz

’M _
D(u, v)

o~
- % :/2 R?sin® 9(_®d9 = §R4 OW/2 sin 6d6 = ”TR4

ou on utilise le changement de variables &
'O
OO
\
x = Rcosf, 0<0<7/2, @ = —Rsinfd df, R* —2® = R*(1 — cos?0) = R?sin’ 6.
N

On utilise aussi la lméamsat&@’e sin® 6

A0 _ 4210 | G _ 020 4 o—4i0 ]

i0 —io\ 4
_ 1 3
sint = <e 2; > = 16 =§cos49—§c0320—|—§

Ce calcul a lair assez long et fort utile, mais a l’aide d’un changement de variables sous l'intégrale double

on arrive au résultat plus rapidement : les coordonnées polaires transforment le rectangle en disque. Ici
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on a un disque et donc :

A={rt)eR0<r<Ret0<t<2r} = D={(z,y) € R?|2*+y* <R’}

D’ou

R 27 4 2 4

R 1 — cos2t R
I://r2sin2trdtdr:/ r3dr~/ sin2tdt:—-/ ="
A 0 0 4 0 2 4

3.3 Intégrales triples

Pour certaines parties £ C R? et certaines fonctions f : E — R on définit un nombre réel noté

I= ///Ef(x,y,z)dxdydz

et appelé l'intégrale de f sur FE.

(Définition 1)

Un compact élémentaire A de R? est une partie de R3 de 1'une des formes suivantes :
(1) Apy = {(z,y,2) €R®| $1(z,y) < 2 < ¢2(,y), o(z,y) € D — partie
quarrable de R? et ¢, ¢, — fonctions continues surD}
2) A, = {(z,y,2) eR3| a<2<b, ou(r,y) € D(z) = la projection
sur le plan zy de lintersection de A et du plan passant par (0,0, 2)

et paralléle au plan zy}

(3) P =[a,b] x [c,d] X [e, f], dans ce cas on dit aussi que c’est un pavé de R3.
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(de Fubini) Soit A un compact élémentaire de R? et f(x,y, 2) une fonction continue sur A.

1. Si A est de type A, alors

f(z,y,2)dedydz = ¢2(w,y)f(x,y,z)dz dx dy
A D \ Y é1(zy)

(intégration par "piles”)

2. Si A est de type A, alors

///Af(l',y,z)da:dydz:/ab (//D(z)f(%y,z)dxdy) dz

(intégration par "tranches”)

3. Si A =la,b] X [c,d] x [e, f] alors

///Af(x,y,z)da:dydz: /ab (/d (/eff(:):,y,z)dz) dy> dz
UL enon) )

En particulier, le volume de.A est I'intégrale triple sur A de la fonction 1 :

Volume de A = /// drdydz
A
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Les intégrales triples sont des intégrales de 3-formes différentielles. Pour les 3-formes différentielles on
peut calculer ce qui ce passe si on change les variables. Supposons que z,y et z soient des fonctions de

variables u, v et w telles qu'on a les formules
r=z(u,v,w), y=y(u,v,w), z=z(u,vyw):

Ce sont des formules de changement de variables - c’est-a-dire une. transformation qui a un point m de
coordonnées u, v et w associe le point de coordonnées x,y et z.-Lé jacobien du changement de variable

est le déterminant

Ox/0u ,.0x/0v Ox/0w

D(z,y, 2
’g = | Jy/0u~0y/Oov Jy/ow

D(u,v,w)

0z/0u 0z/0v 0z/0w

Alors, si le domaine A est transformé par cé changement de variables en A’ la 3-forme différentielle

dx dy dz doit étre changée a ’aide du Jacobien et on obtient la formule suivante :

du dv dw

///Af(x,y,z)dxdydz:// A’f(a:(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))’%

3.3.1 Coordonnées cylindriques. Coordonnées sphériques

Prima facie, les

coordonnées cylindriques sont r,t et z telles que

x =rcost, y=rsint, z =z, avec 7’ = z*> +y*, t€[0,2n]
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On obtient

=r

D(z,y, 2)
D(rt, z)

est transformée par les coordonnées cylindriques en

Alors,

2 acost 1
V= /// dxdydz=/ / rdrdt/ dz
A o Jo 0

:a_2/2“1+cos2tdt: a’r
2 J, 2

2

Les coordonnées sphériques sont (6, ¢, ) telles que

g :[0,71] x [0,27] x [0, +00] — R3

A ={(rt,z)| t €0,2n[, r € [0,acost],

z € [0,1]

27 2
_ / (acost) dt
0 2

N
Q0

~

QQ

\

0,0,r) — g(0,0,7) = (rsinf cos ¢, rsinf sin gb,rc. %}

28. Le volume de la partie A du cylindre d’équation 2 + y?> —ax <0 (ot a > 0) comprise

entre le plan xy et le plan d’équation z =1 s’obtient grdace a la formule de changement de variables : A

&~

QO

N

~
<
v

(3.1)
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3.4 Exercices sur les intégrales multiples

Exercice 1

Calculer I’ intégrale de la forme différentielle w le long du contour orienté C' dans les cas

suivants :

1. w= dr +

e +y o +y sdy et C est I'arc de la parabole d’équation y? = 2z + 1 joignant les

points (0, —1) et (0, 1) parcouru une fois dans le sens des y croissants.

2. w = (x —y?)dx + z3dy et C est le cercle de centre O et de rayon 1 parcouru une fois

dans le sens direct.

3. w=uayzdx et C est 'arc x = cost, y =sint, z = costsint, ¢t variant en croissant de 0 a

B

1. C est I'arc paramétré t — (ﬂT_l, t), t variant en croissant de —1 & 1.

(t2—1)/2 t
fom [ (s iy )
3 ot (551) +t

= 0 (fonction impaire).

Jow=2In2. I
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2.
2T 27
/ w= / ((cost — sin®t)(—sint) + cos® t(cost))dt = / (cos*t 4 sin* ¢ — costsint)dt
c 0 0
2 27 . .9
2t 2t
= / ((cos®t 4 sin®t)? — 2cos® tsin®t — costsint)dt = / (1 _ Smé ) sin 2( )) gt
0 0
2T :
sin(2t) 1 1 3
- 1— (1 —cos(4t) ) dt =27 (1 ==Y =2
o (= e o (1
Jow=7F
3.

/2
/ w= Costsmtcostsm t)(<sint) dt = —/ cos® tsin® ¢ dt
c 0 0

3 5

cos’t  cos®t]™? 1 1
:/ (—cos®tsint + cos? tsint)dt = { } s +=
) , 375

2

15

Exercice 2

Soit w = x?dx + y*dy. Calculer I'intégrale de w le long de tout cercle du plan parcouru une

fois dans le sens trigonométrique. Méme question avec w = y2dx + z2dy.

oP 0:%

1. w = 2%dx+1y?dy est de classe C! sur R? qui est un ouvert étoilé de R? et est fermée car S =
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On en déduit que w est exacte sur R? d’aprés le théoréme de SCHWARZ. Par suite, I'intégrale de
w le long de tout cercle parcouru une fois dans le sens trigonométrique est nulle.

2. w = y3dx + 22dy est de classe C' sur R? et n’est pas fermée car %—1; =2y # 20 = g—g. On en déduit
que w n’est pas exacte sur R%. L’intégrale de w le long d’un cercle parcouru une fois dans le sens
trigonométrique n’est plus nécessairement nulle.

On parcourt le cercle C' le cercle de centre (a,b) et de rayon R > 0 une fois dans le sens trigono-
métrique ou encore on considére 'arc paramétré v : ¢ +— (a + Rcost,b+ Rsint), t variant en

croissant de 0 a 27.

((b+ Rsint)*(—Rsint) + (a + Rcost)*(Rcost)) dt

\
| |

= R/ (acost — bsint + 2aR cos®t — 2bRsin® t + R*(cos®t — sin®t)) dt

(2acos®t — 2bsin®t + R(cos®t — sin’ t)) dt

|
2m
= RQ/ (a(1 +cost) — b(1 — cost) + R(cost — sint)(cos®t + costsint F-sin’t)) dt
0
/ (a — b+ R(cost —sint)(1 + costsint)) dt

0

2T
= R? (27r(b —a) + / R(cost —sint + cos® tsint — costsin® t) dt)
0

=27 R*(b — a).
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Exercice 3

Calculer les intégrales multiples suivantes

1. I://(x+y) drdy ou D = {(z,y) e R?*/ 2 <1, y<1, z+y>1}.
D

2. [:// |z 4 y| dxdy.
[_171]2

3. I = / / xy dxdy ou D est la partie du plan limitée par les paraboles d’équations
D

respectives y = 22 et x = y°.

1
4. 1 = ——— dxdy.
//$2+y2<11+x2+y2 y
5. [ = // %
r<a?+y2<1 (1 + x4ty )
6. [ = /// xyzdrdydz.
0<zsy<e<l
7. 1= /// zdxdydz.
VIt /i+H/Z<1

1. Représentons le domaine D = {(z,y) e R*/ <1, y <1, v +y > 1}.

1 27y=1 1 2
B v B 1_ B _(1—90)
[t [ b5

y=1—-x
2
3
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//D(x+y) d:vdy:;.

2. Si on pose pour (z,y) € /mbr?, f(z,y) = |z + y| alors pour tout (z,y) € R?, f(—z,—y) = f(z,y)
ou encore f prend les mémes valeurs en deux points symétriques.par, rapport a O. Puisque le point

O est centre de symétrie de [—1,1]%, on en déduit que

I= // f(z,y) dedy + // f(z,y) dxdy
—1<z,y<1, z+y=0 —1<z,y<1, z+y<0
1 1
:2// (x+y)dxdy:2/ (/ (x+y)dy>dx
—1<z,y<1, x+y=>0 -1 —x
1 27y=1 1 2
1
2/ {mery—} d$:2/ (m+—+x2—x—)dx
—1 2 y=—z —1 2 2

1 2 1 8
2(-x 24 -x2) =2
(2X3+2X) 3

8

// |z +y| dedy = <.

[_171]2 3

3. Représentons le domaine D'="{(z,y) e R?/0< 2z <1, 0<y <1, 22 <y <z}

4. En passant en polaires, on obtient
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1 1
I:// ﬁdxdy:// 5 rdrdf
w221 LH 27ty 0<r<1, 0<o<er LT

1 27
- ( /0 1_: r2 dr> X ( /0 d9> (intégrales indépendantes)

1 1
=27 X [— In(1+ 7’2)} =mln2.
2 0

1
// —— 5 dedy=mIn2.
22+492<1 14+ —f-y

5. Posons D = {(z,y) € R?/ v < 2? +y*> < 1}. Puisque z < 22 + y* & (2 — %)2 +y* > 1, D est

I'intersection de l'intérieur du disque de centre O et de rayon 1, bord compris, et de 'extérieur du

disque de centre (%, O) et de rayon %, bord ecompris. Soit M un point du plan. On note (r,6) un

couple de coordonnées polaires de M telque r > 0 et 6 € [0, 27].
M€D<:>TCOS(9<7’2<1<:>7"200u(0<1”<16t7“>c039.

En passant en polaires, on obtient




3.4 Exercices sur les intégrales multiples 101

1
1=2 / / S S
<2 +y2<1, y=0 (1 + 22 + y2)2
w/2 1 r T 1 P
= ——d d9—|—/ / ————dr | df
(/ </ (1+77)? > m( o 2y ) >
/”/2{ ! d]l d9+/ﬂ{ ! d}lde
= —_—dr e dr
0 20+7r2) | .0 /2 2(1+7r2) |,
w/2 1 1 T 1 w/2 1
0 1+4cos?6 2 w2 2 o l-+cos?0
w/2 1 d6 w/2 1
_ / : ~_ = / — = _d(tan0)
0 woog T 1cos*0 o 2-tan®0

B /*“’; g [L arctar (L)r“ T
o ?+2 V2 v2/ 1o 2V2

1 _ T
ffx<x2+y2<1 (T+z2+y2)2 dxdy To2v2”

I
N —
h
VR
%\
/\,_.
NS
|
NS
N
QL
<
N
8
=¥
S
Il
NN
O\H
| — |
|@
|
INES
—_
8
8
QL
S
Il
N =
O\H
VR
e
|
no| 8,
+
NN
N———
8
=¥
S

fff0<x<y<Z<1 ryzdedydz = . I

7. En sommant par tranches, on obtient
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1
1= / / / zdxdydz = / / / dzxdy | zdz
Va+y/y+v/z<1 0 Vatyy<1-v/z

Finalement

1
/ / / zdrdydz = —.
VEH/IHVEST 840

folz(l—\/E)4dz:fol(z—4z3/2+6z2—4z5/2—|—z3) dz=3—-3+2-8+1=15

= /1 (// (1-— ﬁ)“dudv) zdz (en posant * = (1 — /2)?uet y = (1 — v/2)?v)
0 Vut/v<1
— A(D) % /0 (1= 2z ot D = {(u,v) € R/ v+ o < 1}.
Maintenant,
A(D) = fol (fo(l_ﬁ)z dv) du = fol(l —2Vutu)du=1—-3+3=4¢
~
et

Az
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Exercice 4

(Un calcul de [ iz dg),

0 T

1. r et R sont deux réels strictement positifs tels que » < R. On considére le contour I'

orienté suivant Calculer 'intégrale de la forme différentielle

e

W= ;yyz((x sinx — ycosz)dx + (z cosx + ysinz)dy)

2+
le long de ce contour orienté.
- R & . o
2. En déduire fr *=% dz en fonction d'une autre intégrale.

3. En faisant tendre r vers 0 et R vers +oo, déterminer la valeur de f0+°o % dx.

1. La forme différentielle w est de classe, C! sur R?\ {(0,0)}. D’aprés le théoréme de SCHWARZ, sur
tout ouvert étoilé Q contenu dans R? \ {(0,0)}, la forme différentielle w est exacte si et seulement
si la forme différentielle w est-fermée.

L —y

Pour (z,y) € R*\ {(0,0)}, posons P(z,y) = srz(@sing —ycosw) et Qz,y) = rz(vcosz +

ysinz). Pour (z,y) € R?
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0Q —2xe™ Y e Y

%(x,y) = m(zcosx + ysinx) + m(—xsmx +cosx + ycosx)

efy

= —(x2 P (—2z(zcosz +ysinz) + (2% + y*)(—asinx + cos x + y cos 1))
-y
= —(x2e+ ) (—2® +9* + 2%y + y*) cos v {22y — 2° — 2*) sin 1),
et
opP —eY . —2ye Y . eV
a—(x, y) = m(m sinz — ycosx) + @ (xsinx —ycosx) + o yQ(_ cos )
-y
= (9526—1——y2)2(_(x2 +9?)(zsinz = ycosz) — 2y(zsinx — ycosx) — (2% + y?) cos x)
efy
= I (—2* + y* 2% +9°) cosz + (— 2wy — 2° — 27*) sin 2)
oQ
=55 Y

Finalement, la forme différentielle w est exacte sur tout ouvert étoilé Q contenu dans R?\ {(0,0)}.
On choisit Q = R?\ {(0,4); y < 0}. Q est un ouvert étoilé (en tout point de la forme (0,y), y > 0)
de R? contenant le’contour fermé I'. Puisque w est exacte sur , on sait alors que [,w = 0.

2. Le contour I' est constitué de 4 arcs :
o I'; est 'arc ¢ — (¢,0), ¢ variant en croissant de r a R,
e I'; est I'arc t — (Rcost, Rsint), t variant en croissant de 0 & 7.

e I'; est l'arc t — (¢,0), ¢ variant en croissant de —R a —r,
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o I'y est l'arc t +— (rcost,rsint), t variant en décroissant de 7 a 0.

D’aprés la question 1), [l w+ [ w+ ng w+ [p,w=0.

R R
| o= [ (Pt 0 + Qo uow @i = [ Pie.0) d

1 Rgint
—/ —xtsintdt—/ ST g
r t2 T t

De méme, [ w = [nEt dt = fRSiit dt (puisque,la fonction x

SLL est paire) et donc
T t T

Jrwt fpw=2 fTR 02z puis pour tout (r, R)€l0, +o00[? tel que r < R,

erSi% dr = _% <fF2w+fr4w>'

Ensuite,

/ w Z/ (P(Rcost, Rsint)(—sint) + Q(Rcost,sint)(cost)) dt
Iy 0
:/ e~ Rsint((costsin(R cost)
0

—sint cos(Rcost))(—sint) + (costcos(Rcost) + sintsin(R cost))(cost)) dt

s
:/ e~ st cos(Rcost) dt.
0

s

cos(rcost) dt = — [ e7"5"" cos(rcost) dt et on a montré que

A _ (0 _—rsint
De méme, fm w= fw e

V(r,R) €]0,+cc[*, r < R = fTR L gy = 2 ([f; e cos(rcost) dt — [ e M cos(Rcost) dt).

0
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3. e Etudions limp_, o f; e ¥ cos(Rcost) dt. Pour R > 0,

™

' 0 . w/2 }
e st cos(Rcost)| dt < / e Bsint gy — 2/ e~ fsint gy
0 0

s
/ e~ st cos(R cost) dt‘ <
0

S—

/2
<2 / e R/ gy (la fonction sinus étant concave sur [O, g})
0
n —oRt/m1™ _ T —92R
:E[_e /}ozﬁ(l_e )
T
< i

Comme % tend vers 0 quand R tend vers 400, limg oo foﬂ e‘RSintcos(R cost) dt = 0. On en

déduit que pour tout r» > 0, l'intégrale fjoo % dx converge en +o0 et que

Vr >0, [P0de gy = 1 [T emrsint cog(r cost) dt.

e Etudions maintenant lim, o [ e~"*™* cos(r cost) dt. Soit F : [0,4o00[x[0, 7] — R

(r,t) e TSt eos(r g

- Pour tout réel r € [0, 00|, la fonction t — F(r,t) est continue par morceaux sur [0,7].
- Pour tout réel ¢ € [0, 7], la fonction r — F(r,t) est continue sur [0, +o0.

- Pour tout (r,t) € [0, +o00[x[0, 7], |F(r,t)| < 1 = ¢(t) ou ¢ est une fonction continue par morceaux

et intégrable sur le segment [0, 7).

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétres, la fonction r — foﬂ e st cos(r cost) df

est continue sur [0, 4+00[. On en déduit que
lim, o [, e "5 cos(rcost) dt = [ e®cos(0) dt =,

et finalement que

ost)
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+00 sinx _
fO T dr =

NI

Exercice 5

Soient (p1, p2, q1,q2) €]0, +oo[* tel que p; < py et ¢1 < go.

Calculer I'aire du domaine D = {(z,y) € R?/ 2p;x < y? < 2por et 2qoy < 22 < 2q0y}-

L’aire du domaine considéré D = {(z,y) € R?/ 2p1x < y* < 2paz et 2qoy < 22 < 2qox} est

A= // dxdy:
D

2 o y2 o (E2 1, 5 . .
Pour (z,y) € D*, posons p = 2 et ¢ = 35 Ou encore considérons 'application

0 1 D — |[p1,pa] X [q1,q2] et vérifions que o est un C'-difféomorphisme.
2 $2
(‘Ta y) = (g_fw %)
e Pour chaque (z,y) € D? on 2pix <Ly < 2pox et 2q1y < 2% < 2¢oy ou encore p; < % < po et

2

q1 < = < ¢o. Donc ¢ est bien une application.

<

e Soit (p,q) € [p1,p2] X [q1, ). Pour(z,y) € (]0, +00[)?,

L=p y=15 r = {/8pg?

L2 @20 y = /8p%q
Donc, 'équation ¢(z,y) = (p,q) a exactement une solution (zg,yo) dans |0, +oco[?. De plus, puisque
5 =D € [p1,p2] et % = q € [q,q), on a 2pize < Y5 < 2pamg et 2q1y0 < 25 < 2¢ayo et donc

(70,90) € D% Donc ¢ est une bijection.

e ¢ est de classe C! sur D et pour (z,y) € D?
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_ Yy Yy
D(p, 22 T
Besh = s, 1) = B

Ainsi, ¢ est une bijection de D sur [py, ps] X [q1, ga, de classe C! sur D étson jacobien ne s’annule
pas sur D. On sait alors que ¢ est un C'-difféomorphisme de D sur [py, pa}X [q1, go]-
Posons alors (p, q) = ¢(x,y) dans // dzdy. On obtient
D

[l
D [p1,p2]x[g1,42]

EKx,y)‘ 4U//” 4
0T dndg = - dpdg = <(p2 — p1)(q2 — q1).
D(p,q) 3 J J i1 palxfariae] Sha

A= %(P2 —p1)(q2 — @)

Exercice 6

Calculer le volume de B = {(x1,...,z,) € R"/ 22 + ...+ 22 < 1} (boule unité fermée de R™

pour || [[2).

lére solution. V = /// drdydz. Or 22 + %gf + %212 +xz= (x + %)2 + % + % On pose
x2+%y2+%z2+xz<1

- z o= Y -z
doncu=w+3%,v 75 ctw= .

1 0 3
g =0 & 0 |=3
0 0 \/%
On en déduit que % = 2 puis que
V:[Um M@@:[UQ D@y 2) | v = 2 % 47 = 87
22+1y24322422<1 w202 +w2<1 D(u, v, w) 3 3
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2éme solution. Supposons savoir que le volume délimité par l'ellipsoide d’équation f—; + 55—22 + f—; =1

est %W@bc. La matrice de la forme quadratique (x,vy,2) — 22 + %yg + %22 + xz dans la base canonique

10 3

orthonormée de R est A = | % 0 |- On sait que cette matrice a 3 valeurs propres strictement
1 3
2 03

positives A\ = a%, = b% et v = C% puis qu’il existe une base orthonormée dans laquelle I'ellipsoide a

pour équation f—; + 1;—22 + f—; = 1. Le volume de I’ellipsoide est alors

m_ _ 8r

4 _ 4 _
V—37rab0—3 = =

[SUIF
Lk

\/det(A)

8

VAuv
V=t

Pour n € N* et R > 0, posons B,(R) = {(z1,...,2,) € R"/ 2%+ ... + 22 < R*} et notons V,(R)le

volume de B, (R). Par définition,

23+ +r2 <R2

En posant 1 = Ryy, ..., v, = Ry,, on a H = R" (quand R > 0) puis

Vn(R)—/// da:l...dxn—R”/...// dyy ... dy, = R"V,(1).
aft..+af <R? yi+.+y2<l

ce qui reste vrai quand R = 0. Pour n > 2, on peut alors écrire

n—1=

1 1
Vn(l) :/ /// dxy...dx, 4 dl’n:/ V.1 (q/l—l‘%) dx,,
-1 o3ttz2_ <l-a2 _1
1

— / (1— 222y (1) day, = I, V,_1(1)
-1
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ou I, = f_ll(l — 22)(»=1/2 dz. Pour calculer I,,, on pose x = cosf. On obtient
I, = f:(l — cos?0)" D2 (—sinf) df = [ sin" 6 df = 2 "2 5in" 0 df = 2W,, (intégrales de WALLIS).

0

Finalement,
Vi(l) =2et Vn =2, V,(1) = 2W,V,,_1(1).
On en déduit que pour n > 2,
Vo(1) = 2W,)(2Woe1) ... QW) Vi(1) = 2" [ [y Wi = 2" T [, W,

ce qui reste vrai pour n = 1. Maintenant, il est bien connu que la suite ((n + 1)W1 W, )nen est

constante et plus précisément que Vn € N, (n + 1)W,, . W, = W1W, = 7. Donc, pour p € N*,

2p P p p
1) = 2% — 9% _ — 9% T _T
Vap(1) [ [ Wara W) HQ(%) o
k=1 k=1 k=1
et de méme
2p+1 P P .
Vo (1) = 277 [ W = 20 [T WatWa) = 224 [ ] 57
k=2 k=1 k=1
B mP2Pt! PPt (2p) x (2p—2) x ... x 2 wP2Hp]
S 3x5x...x(2p+1) (2p+ 1)! C(2p+ 1)

TP22p+ 1p!R2p+1
(2p+1)!

Vp € N*, VR > 0, Vap(R) = L= et Vap_1(R) =
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En particulier, Vi(R) = 2R, Va(R) = nR* et V3(R) = 37 R3.

Exercice 7

Calculer le volume de 'intérieur de lellipsoide d’équation z? + %yQ - %22 +xz=1.

Exercice 8

Une courbe fermée (C') est le support d'un arc paramétré v de classe C! régulier et simple.

On note £ sa longueur et A l'aire délimitée par la courbe fermée (C'). Montrer que

Pour cela, on supposera tout d’abord £ = 27 et on choisira une paramétrisation normale de
I’arc. On appliquera ensuite la formule de PARSEVAL aux intégrales permettant de calculer £

et A et on comparera les sommes des séries obtenues.

Supposons tout d’abord que le-support de 'arc v est de longueur L = 27. Puisque 7 est un arc de
classe C! régulier, on peut cheisir pour v une paramétrisation normale c’est-a-dire une paramétrisation
de classe C' t — (z(t),y(t)), t € [0,27], telle que Vt € [0,27], 2%(t) +y*(t) = 1. L’arc étant fermé, on a
de plus (0) = v(27). Cette derniére condition permet de prolonger les fonctions = et y en des fonctions

continues sur R de classe C! par morceaux et 27-périodiques.
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Puisque les fonctions x’ et 3/ sont continues par morceaux sur R, la formule de PARSEVAL permet

d’écrire

A= [ty = [ et de = / (@0 + 5 0 = )~y 0)) de
:%<a(2)($2+y/)_ +Z :L‘+y ( —y’)+bi(x+y’)—bi(x—y’))>

—|— Z an(z)an(y') + by ()b, (y'))) (par linéarité des coefficients de FOURIER)

ST R
EHRS
kx

W
3

Si on a I'égalité, alors les inégalités valables pour n > 1,
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2

n(an(2)ba(y) = bu(@)an(y)) < n x 3(a; (@) + b5 (y) + by, (2) + a3 (y) < 5 (af(x) + 0 (y) + b5 () + a7 (y)),

sont des égalités. En particulier, pour n > 2, on a a,(z) = a,(y) = b,(x) = b,(y) = 0. D’autre part,
quand 1 = 1, a1 (2)by(5) — by ()an(y) = 2(@3(@) + B() +B(x) +@3(y)) impose (aa(z) — bi (3))+ (br (2) +
ai(y))? = 0 et donc a;(y) = —bi(z) et by(y) = a1(x).

D’apreés le théoréme de DIRICHLET, en posant o = “‘)T(m), B=2W =g (x) et b= by(x),

x(t) = a+acost + bsint = o + va? + b% cos(t — to)
vt € [0, 27],

y(t) = —bcost +asint = f+ va? + b?sin(t — 1)
ou cos(ty) = T sin(ty) = \/ﬁ Le support de I'arc y est donc un cercle. La réciproque est
claire.
L’inégalité isopérimétrique est donc démontrée dans le cas ou L = 27 et on a I'égalité si et seulement

si le support de I’arc v est un cercle. Dans le cas ot la longueur de la courbe C' est un réel strictement

27

positif £ quelconque, 'homothétique (C') de (C') dans I'homothétie de centre O et de rapport 7

a une

longueur £’ égale a 27 et délimite une aire A’ = (2F) x A.

., . 2 L, . 2 2 L, e, e .
L’inégalité A’ < g—ﬂ = 27 s’écrit encore A < 27 X f? = f—ﬂ. De plus on a I’égalité-si et seulement si

2 2 p2
la courbe (C') est un cercle (dans ce cas, & = 4T = 7R? = A).

A< % avec égalité si et seulement si la courbe (C') est un cerele.

(A périmétre donné, le cercle est la courbe fermée délimitant la plus grande aire)

Exercice 9

Calculer I = //2 , (2% — y?) dady.
2 121

a
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On pose déja u = xa et v = yb de sorte que D(uwv) _

Dy = ab. On obtient

Ensuite,

1 1 r=1 2
// u? dudv = // v? dudv = - // (u? ) dudv = —/ / r? x rdrdf
u24+v2<1 u2+0v2<1 2 u?24+0v2<1 2 r=0 J0=0
1
QO
et donc %
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