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Préambule

Le présent polycopié, intitulé : « Vibrations et Ondes Cours et
Exercice » est élaboré et présenté en conformité au canevas
relatif a la formation Licence LMD-S3 dans le domaine
Science de la matiere (SM) et Science et Technologie (ST).Ce
cours est structuré en deux parties :

La premiere, répartie en Trois chapitres, traite le probleme
des vibrations. Le premier chapitre porte les Généralités sur
les vibrations. Qui décrit la Définition d’'un mouvement
vibratoire, exemples de systemes vibratoires et mouvements
périodiques. Dans le deuxieme chapitre est destiné en
premier partie pour les systemes linéaires a un degré de
liberté ou il traite les oscillations libres, l'oscillateur
harmonique, pulsation propre d’un oscillateur harmonique et
I’énergie d’un oscillateur harmonique. La deuxieme partie de
ce chapitre est concernée pour traiter les oscillations libres
amorties. Concernant la troisieme partie de ce chapitre traite
les oscillations libres forcées qui prend en compte le cas
d’'une excitation sinusoidale (résonance, déphasage). Et enfin
la quatrieme partie de ce chapitre est consacrée pour les
oscillations amorties forcées ou elle décrit les deux modes de
vibration (transitoire et permanente), avec une comparaison
entre systemes oscillants mécaniques et électriques. Le
troisieme chapitre et le dernier de cette partie cite les

vibrations aux plusieurs degrés de liberté, car il commence



par une étude sur les systéemes a deux degrés de liberté et il
généralise avec les systemes a N degrés de liberté. La
deuxieme partie qui est intitulée par «les ondes
meécaniques », consacrée au traitement des phénomenes de
propagation des ondes. Car elle est divisée en quatre
chapitres, le premier donne des généralités sur les ondes
mécaniques initialisant par leurs classifications puis son
équation générale finalisant par les caractérisations de ces
ondes meécaniques. Le deuxieme chapitre traite les ondes
transversales sur une corde qui produisent, avec les ondes
incidentes et réfléchies les ondes stationnaires. Le troisieme
chapitre est consacré aux ondes longitudinales dans les
fluides finalisant par I'effet Doppler.

Le quatrieme chapitre est consacré aux Ondes élastiques
dans les solides.

Les cours présentés avec un enchalnement logique, chaque
nouveau concept défini est clarifié par des exemples simples
et utiles, une série d’exercices dans chaque chapitre venant
enrichir le cours, le tout a été réalisé avec l'esprit de

permettre une meilleure assimilation par I’étudiant.

ﬂr. ﬁennaceur ggaz'c[
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CHAPITRE 01 : Généralités sur les vibrations

CHAPITRE 01 : Généralité sur les vibrations

1. Définition d’un mouvement périodique
Un mouvement est dit périodique s’il répete identique a lui-méme pendant des
intervalles de temps égaux.

Exemples :

e Le mouvement de révolution de la Lune: La lune effectue un cycle complet de

révolution autour de la terre en environ 29 jours.

15° nuat 11* nuit 7° nuit 4° nuit

0O 0O DO B B
[

Premier quartie I
(Quadrature) Premier croissant
Lune gibbeuse
— Nouvelle Lune
‘) (conjonction)
Pleine Lune ej
(Opposition) o
<« = Eae ml.".e. A
Lune gibbeuse Dernler quartier
/ « |u.ld ature)

18* nuat 22* nuit 26* nuit 29" nuit

Figure 1-1 : Mouvement de révolution de la lune

e Les battements du cceur: un battement de cceur est une succession de
contractions et de relachement des muscles cardiaques qui actionnent des valves

et provoquent la circulation du sang dans le corps.

Figure 1-2 : Electrocardiogramme

2. Définition d’une oscillation
On appelle oscillation, un mouvement qu’il s’effectue autour d’une position

d’équilibre.
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CHAPITRE 01 : Généralités sur les vibrations

Exemples :

e Masse —ressort : .
Soit un ressort de longueur a vide Xo. On ¢

0 : position & I'équilibre

modifie sa longueur en exercant une force de B |H
. N JTRT . de rappel
tension a son extrémité libre, en le comprimant . - M .
1]
ou l'étirant. IP

Figure 1-3 : Systéme masse-ressort

S

e Circuit électrique : i[>0
—>

Soit un circuit contenant une bobine d'inductance( L )et

d'un condensateur de capacité( C).La charge et la
décharge du condensateur saccompagnent doscillations 4,  \AAAL p
électriques. L

Figure 1-4 : Systeme bobine -condensateur

3. Définition d’un mouvement sinusoidal

On appelle un mouvement sinusoidal si sa forme :

g(t) = Asin(wt + @)
v Ol g=p+= (1-1)
g(t) = Acos(wt + ¢) 2

Avec glt)
A : amplitude A

¢ : phase initiale (rad)

@ : phase initiale (rad) !

o : pulsation o >
t : temps T \/ Tis)

Figure 1-5 : Forme du mouvement sinusoidal

e Période (T) en seconde (s) : ¢’est I’intervalle du temps.
e Fréquence (f) en (Hertz): le nombre des répétitions par seconde.

1
f=7 (1-2)
Avec :
T : est la période
e Pulsation (®) en (rad/s) :
2z
== =24 1-3
©== (1-3)
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CHAPITRE 01 : Généralités sur les vibrations

Avec:
T : est la période

f : est la fréquence

» Pour la périodicité en math s’exprime : g(t+T)=g(t)

4. Nombre de liberté
On définit le nombre de liberté (dIl) par la relation suivante :

dil=n—m (1-4)

Remarque : le nombre de liberté est le nombre d’équation a étudier.
n : Nombre des coordonnées genéralisées indépendantes ou liées
m : Nombre des liaisons entre les coordonnées

5. Représentation complexe d’un mouvement vibratoire

e Repreésentation complexe : pour faciliter les calculs nous transformons les

grandeurs sinusoidales en forme exponentielles grace a la forme d’Euler :

e’ =cos@+ jsin@ (1-5)

6. Définition des series de Fourier

La grandeur périodique peut étre exprimée par les sommes des fonctions de sinus et
cosinus afin de la manipuler physiquement et mathématiquement.

Cette somme est appelée série de Fourier.

La série de fourier d’une fonction f(t) périodique de période (T) , est définie par :

f(t)=a, + ian cos(nat)+ > b, sin(nat) (1-6)

n=1 n=1

e (ap, anetby) les coefficients de Fourier

1T 2 T 27 .
a, :?j f (t)dt , a, _?E[ f (t) cos(nwt)dt , b, =?I f (t)sin(nwt)dt

0 0

e La pulsation (o) est appelée pulsation fondamentale

e Les pulsations (nw) multiples de  sont appelées les harmoniques
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CHAPITRE 01 : Généralités sur les vibrations

Exercices

Exercice 01 :
Soit la grandeur sinusoidale g(t) représentée ci-

contre. /‘\ ) /\
v
1. Calculer ’amplitude, pulsation et la phase A\ ./ A\ II/\
initiale. /4 AW AR AN

2. Déduire I’équation g(t).

Exercice 02 :

Un mouvement vibratoire est caractérisé par le déplacement suivant :

X(t) = 4cos(25t + 72T)

Ou x en centimeétres, t en secondes et la phase en radians.
1. Déterminer I’amplitude maximale
2. Donner la pulsation propre, la fréquence et la période du mouvement.
3. Exprimer la phase initiale (déphasage a I’origine).
4. Calculer le déplacement, la vitesse et 1’accélération aux instants t=0s et t=0.5s.
Exercice 03 :
Un mobile M décrit un mouvement rectiligne sinusoidal si son abscisse x est une fonction

sinusoidale du temps: x(t) = 2cos(4t + 6)

Trouver a I’aide de la représentation complexe

1. lavitesse du mouvement rectiligne sinusoidal x(t)

2. T’accélération du mouvement rectiligne sinusoidal x(t)

Exercice 04 :

Un mouvement harmonique est décrit par x(t)=X cos (100t+¢). Les conditions initiales
sont x(0)=4m et X (0) =1m/s.

a) Calculer X et o.

b) Exprimer x(t) sous la forme x = A cos (ot) + B sin (wot) et en déduire les valeurs de A.
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

2.1Les oscillations libres

2.1.1 Définition d’un oscillateur libre
Un oscillateur libre est un systéme oscillant en absence de toute force d’excitation.

2.1.2 Définition d’un oscillateur harmonique
Un oscillateur harmonique est un oscillateur qui est ramené a sa position d'équilibre
lorsqu'il est déplacé d'une certaine distance en raison d'une force de rappel opposée au
mouvement.

F=—CxX (2-1)
Avec
C : une constante positive.
X : la distance parcourue par l'oscillateur

Exemple : Systéme Masse —ressort

La masse est écartée légérement de sa position d'équilibre et relachée sans
vitesse initiale, I'expérimentateur constate que celle-ci se met a osciller autour de
cette position d'équilibre. La tension est la force de rappel qui raméne a sa
position d’équilibre.

- R ES}R

L AANG
AVAVAVIRTAE |

Figure 2-1 : Systeme masse —ressort horizontal
T=-kxx (2-2)
2.1.3 Equation du mouvement

L’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique est de la forme
G+ wiqg=0 (2-3)

q sont les coordonnées généralisées, pour la mécanique q(x,y,z,6, .. .. ) et
I¢lectricité q (i, u, Q, ... ... )
La solution de I’équation (2-2) s’écrit comme :

{q(t) = Asin(wit + @)

q(t) = Acos(wit + @) 24

— i
(Z)—<p+2
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

Avec :
A :amplitude
¢ : phase initiale
@ : phase initiale
o : pulsation
t : temps

Exemple : Etude du mouvement d’un oscillateur harmonique, ressort (k) lié avec une
masse (m). Soit une masse accrochée a I’extrémité d’un ressort verticale sans masse.
Cette masse se déplace sans frottement sur le plan vertical. A t=0, on écarte ce point de

sa position d’équilibre d’une grandeur x puis on le lache sans vitesse initiale.

Ressort a vide Solide en équilibre solide en mouvement
'

Figure 2-2 : Systeme masse —ressort vertical

En appliquant la méthode de Newton

a. Equilibre
YF=0 ==> P+T,=0 ==>p_71,-0

mg —kx, =0 (2-5)
b. Mouvement

YF=ma==> P+T,=ma ==>P-T,=ma

Mg —K(X, +X) =Ma e Mg —kx, —kx=mx
%,—/
0

—kXZm;( _ m;(-i-kXZO

L’équation de mouvement X 5 Xx=0 (2-6)
m

En comparant cette équation par I’équation (2-3) on déduit que :
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

k k
0} =L e = £ (2-7)

m

w, est la pulsation libre.
2.1.4 Energie d’un oscillateur harmonique (E)
L’énergie d’un oscillateur harmonique est la somme de 1’énergie cinétique (T) et

potentielle (U).

E=T+U (2-8)
e Energie cinétique (T)

L'énergie cinétique d'un objet de masse m, ayant vitesse () (donc liée au

mouvement) vaut :
2

> Translation T :%mq q=(V,XY,2) (2-9)

> Rotation T = ; N (92 (2-10)
I, moment d’inertie @ vitesse angulaire
e Energie potentielle (U)
11y a plusieurs formes qui présentent I’énergie potentielle
> Energie potentielle de la force pesanteur :
Une masse ( m) se trouve dans un champs gravitationnel constant (g), condense

une énergie potentielle pesanteur est sous forme :

A

U, =mgh (2-11)

|

i

i

i

!
)\ J0.
-

> Energie potentielle élastique
- pour Un ressort d’une constante de raideur (k) et d’une déformation (x). L’énergie

Potentielle est donnée par :

U, = %kxz (2-12)
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

- Unressort de torsion d’un constant de raideur (k) , d’un déformation (6)

U, = %ke2 (2-13)

— =%

e Conservation de I’énergie totale
L'énergie ne peut étre ni créée ni detruite, mais transférée seulement d'un systeme a
un autre et transformée d'une forme a une autre. Donc si I’énergie totale ( cinétique et
potentielle ) d’un systéme sera invariable durant son mouvement nous conclurons
que :
d—E =0 (2-14)
dt

Cette équation de conservation va donner 1’équation du mouvement.

Exemple
Soit une masse m accrochée a I’extrémité d’un ressort horizontal sans masse de raideur
k. Cette masse se déplace sans frottement sur le plan horizontal. A t=0, on écarte ce point

de sa position d’équilibre d’une grandeur x puis on le lache sans vitesse initiale.

ressort de raideur k B solide de masse m

. . v

Figure 2-3 : oscillateur mécanique : systéme masse —ressort horizontal

e Energie totale

E=T+U (2-15)
e Energie cinétique
2
T:%mx (2-16)
e Energie potentielle
1
U=U,+U, =U, ==k¢ (2-17)
2 2
0
2
E:me +lkx2 (2-18)
2 2
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

_2
d me +;kx2

dE
Le systeme est conservatif === — =0 g =
dt dt dt
E:mxx+kxx=0 mx+kx =0 (2-19)
_ - k-
Equation de mouvement X+—x =0 (2-20)
m

2.1.5 Equation de Lagrange
L’équation de Lagrange permet de déterminer 1’équation du mouvement des systémes

mécaniques. Elle est décrite par 1’équation suivante :

dfo] o _

el e (2-21)
dt aq'i oq,

Ou (L) est le Lagrangien qui est une fonction explicite des coordonnées généralisées et
des vitesses généralisées

L=T-U (2-22)
T : est I’énergie cinétique totale du systéme

U: est I’énergie potentielle totale du systeme

Q; et Q; sont les coordonnées et les vitesses généralisees

F.sont les forces généralisée associées a(; .
Pour le cas du systéeme conservatif a un degré de liberté, 1’équation (2-21) se réduit a :

dja | o (2-23)
dt 0 q aq
Exemple
Soit le systeme précédent (figure 2-3), on utilisant la méthode de Lagrange écrire
I’équation de mouvement et déduire la pulsation propre.
e Lagrangien
L=T-U (2-24)
e Energie cinétique

T- % mx (2-25)

Dr. Bennaceur Said Page 10



CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

U=Up+Uk=Uk=%kx2 (2-26)
KR
.2
L=Lmx -tk (2-27)
2 2

e Equation de Lagrange

df o | a_

hall 2= =0 (2-28)
dt ox OX

Aprés les dérivations nous recevons cette équation

mx+kx=0 (2-29)
Si nous devisons cette équation sur (m) nous obtenons 1’équation de mouvement
-k
X+—x=0 (2-30)
m

Par la transposition avec I’équation générale ¥ + w3x = 0

wo= [~ (2-28)

2.1.6 Conditions d’équilibre et d’oscillation

Donc nous tirons la pulsation

e Condition d’équilibre
Suivant les notions précédentes, la force est définie comme dérivante d’une énergie potentielle

_v (2-29)
aq

Notre systéeme est en équilibre donc F=0

Donc la condition d’équilibre sera comme suit

U

=0 (2-30)

e Condition d’oscillation

Un équilibre est stable si la constante de ’oscillateur harmonique est supérieure a

zéro(0).
c=-F .o (2-31)
aq
. oU
Et comme on a décrit apparemment F = _8_ (2-32)
q
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

2
On appelle aussi condition d’oscillation 0 Lﬁ } >0 (2-33)
aq
q=0

e SiI’équilibre est instable don on n’aura pas des oscillations

2
6@ qﬂ <0 (2-34)
q=0
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

Exercices

Exercice 01
Le systeme ci-contre peut tourner librement autour du point O. La boule est supposée

ponctuelle et la tige sans masse. (sin @ ~ 6) et (cos 6 ~ 1)

1. Trouver I’énergie cinétique T et 1’énergie potentielle U. tﬁG

2. Trouver 1’équation du mouvement. 1'\_\

3. Trouver la pulsation propre (m,) sachant que m=1kg, L=2m, \'"*\:E .
k=2N/m, g=10m/s ILJ M
Exercice 02

On considere le circuit électrique constitué d’un condensateur de capacité C branché aux
bornes d’une bobine d’inductance L. Initialement le condensateur est chargé, puis on
ferme D’interrupteur S. En écrivant la loi des mailles, donner 1’équation différentielle du
systeme en fonction de la charge q(t) du condensateur ; déduire la pulsation des

oscillations du circuit. o
S

L €

Exercice 03
Une tige de longueur totale L+1 et de masse négligeable, porte a son extrémité supérieure
une masse ponctuelle m. L’autre bout de la tige est relié a un ressort de raideur k. Celui-ci
n’était pas déformé a 1’équilibre et supposeé rester horizontal lors des petits mouvements.
La tige peut tourner librement autour du point O. A I’équilibre la tige était verticale.

1. Trouver I’énergie potentielle U et I’énergie cinétique T du systéeme

2. Trouver 1’équation du mouvement et la pulsation propre @,

3. Trouver la condition d’oscillation du systeme.
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

2.2 Oscillateur amortie a un degré de liberte
2.2.1 Définition d’un oscillateur amortie

Un systéme soumis a un frottement est dit amortie, les frottements visqueux sont de

la forme : f=—av (2-35)
a : coefficient de frottement u
Est schématisé par I’amortisseur ~ —J}—

2.2.2 Equation de Lagrange

En introduisant 1’amortisseur, 1’équation de Lagrange devienne :

d a_F _d g (2-36)
dt a4 aq
Si on introduisant la fonction de dissipation
. D :%aq'z Translation (X, Y,2)
D:anz — 2 (2-37)
D :lavz :la(l 49) Rotation
2 2
: : oD P
Avec une petite comparaison nous remarquons que — = (| (2-38)
aq

Donc I’équation de Lagrange de systéme amortie s’€crit :

djoL| oo oD

a oL (2-39)
dt o aq a4
2.2.3 Equation de mouvement

L’équation de mouvement est sous la forme :

q +21¢+twiq =10 (2-40)
(M) coefficient d’amortissent
Le facteur de qualité est exprimé comme suit :

g=22 (2-41)

22
Exemple
Soit une masse (m) est fixée a un ressort horizontal de raideur .(k) et un amortisseur de

coefficient de frottement (a). Trouver I’équation du mouvement
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k m o

‘,i
/
/)
A

Figure 2-4 : Systeme amorti [masse, ressort] horizontal

e Lagrangien

L=T-U
e Energie cinétique
2
T==—mx
e Energie potentielle
U=U,6+U, =U, ~Lie
—— 2
0
2
L= 1 mx — 1 kx?
2
e [Equation de dissipation
D= 10{ Xz
2

e Equation de Lagrange

dlo | a__ oo

dt ox OX

dx
Apres les dérivations nous recevons cette équation
M X+ kX=—-a X
Si nous devisons cette équation sur(m) nous acquérons 1’équation de mouvement
- a- kK
X+ —X+—x=0
m m
Si nous superposions cette équation et I’équation générale du mouvement :
¥+ 2Ax+wiq =0

a
Nous obtenons wo = % et A==

m 2m

2.2.3.1 Résolution de I’équation du mouvement

La résolution de 1’équation du mouvement ( 2-40) sera supposée comme suit :
q(t) = Ae" ==>q(t) = Are" ==> ((t) = ArZ"

Dr. Bennaceur Said

(2-42)

(2-43)

(2-44)

(2-45)

(2-46)

(2-47)

(2-48)

(2-49)

(2-50)
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

En remplagant dans 1’équation ( 2-26), on aboutit & :
Ar?e™ + 2Are" + o, Ae" =0

(r?+2Ar +@,°)Ae" =0 ==> r2+2ir +w, =0 (2-51)

Donc il y a trois solutions suivant le sens de déterminant
A=0O?-ac)= ¥ -w,

2 AT
e A= 2 -, >0 le mouvement apériodique (¢ <0.5) :
Nous remarquons un grand amortissement imposé sur le systéeme .En effet, ce systéme

une fois laché de sa position d’équilibre ne fait que revenir a sa position d’équilibre sans
faire d’oscillation, tellement 1’amortissement appliqué est fort.

La solution de notre équation précédente sera

comme suit : 0
qt
q(0
) = Ae™ + A" \
r=—1—A% - g
7 = —A+ 1% — w} -
~( 2+ [12-w3 ~(2-[12-w3
q(t) = Ae ( * w0>t + Aje < w0>t (2-52)

e AN=J —a)02 =0 le mouvement critique (¢ =0.5) :

Le régime est dit critique car il correspond a un amortissement critique pour lequel on
bascule d’un régime ou il n'y a plus d'oscillations vers pseudopériodique.
q(t) = Ae" + Ate"™
] au)
rl :r2 :r:—l r]fl_ﬁ} \._-

q(t) = (A + At)e ™ 2-53)

o A= V- a)02 < 0 le mouvement pseudo-périodique (¢ <0.5) :

L'amplitude décroissante au cours du temps en raison de frottement.
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at) = Ae™ + Ae™

n=—1-]j a)oz—/iz ql0)
r,=—A+ j\a,” -7
- /1+‘/ Z—Az)t —<)L—j/ 2—/12>t
q(t) = Aje < @ + Aye o

le calcul montre que q(t) s'écrit sous la forme équivalente :

q(t) = Ae " cos(at + @) (2-55)
Pseudo-pulsation : o=+ o, -7 (2-56)
Pseudo —périodique : T = 2;" =z (2-57)

2.2.3.2 Décrément logarithmique

On définit le décrément logarithmique () par:  5_j,_d() (2-58)
q(t, +T)

Ou q(t,) et q(t, +T)représentent les amplitudes des oscillations aux instants

(t,) et (t,+T); généralement ces deux instants correspondant a deux extrema

successifs de méme signe. Cette quantité mesure la décroissance des amplitudes.

—At, A -At,
S—In A_e cos(at, + @) _ _e (2-59)
Ae "D cos(a(t, +T) Ae 1)
Ae™™ aT
5 = In W = In e
Oo=AT (2-60)
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

Exercices

Exercice 01 :
Soit le systéme mécanique vibratoire représenté sur la figure ci-contre. Si G est le centre de
gravité de la barre de masse M et de longueur L.

« Trouver I’équation différentielle du mouvement. Déduire @w,et A
*  Ecrire I’équation du mouvement dans le cas 4 < @, i

Jjc= ML} 0A=L1;,0B=1L,)

Exercice 02 g

Le systeme est constitué de 2 masses m; et myp, d’une tige de masse négligeable de
longueur L et d’un ressort kK et d’un amortisseur de
coefficient de frottement visqueux (o).

e Ecrire I’équation différentielle du du mouvement,
sachant que le systeme effectue des oscillations de
faible amplitude.

e Déterminer la pulsation propre du systéeme.

e Trouver I’équation du mouvement, sachant

que 0(0)=0 et #(0) =0. On donne : Position déquilibre
%:mzzma Z:k et A<a)0
Exercice 03

Dans son mouvement va-vient, le disque ci-dessous suspendu au ressort reste en contact

avec le mur qui le fait tourner sur lui-méme. L’ensemble des frottements est symbolisé

par la force fhsque =~V appliquée au centre du disque. A I’équilibre le ressort était
allongé de yj.
1. Trouver I’énergie potentielle U de systéme en fonction I §
dey. =~ E ......
2. Simplifier U a I’aide de la condition d’équilibre. ‘hfl. . ;"E [ '
3. Trouver I’énergie cinétique T et la fonction de ‘1\‘?/%
dissipation D. Q

4. Trouvez Lagrangien puis I’équation du mouvement.
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

5. Sachant que k= 13.5N/m. M=1kg trouver la valeur maximale que le coefficient a
ne doit pas atteindre pour le systeme oscille.
6. Pour a=9N.s/m, trouve la nature du mouvement ainsi que 1’équation horaire y(t) (
y(0)=1cm, y(0)=0.)
7. Sia = 3N.s/m, trouver le temps t nécessaire pour que I’amplitude diminué a 1 ge
5
sa valeur, calculer le décrément logarithmique 6 du mouvement.
Exercice 04
La figure ci-contre représente un circuit série. Initialement, S
le condensateur est chargé, puis on ferme
I’interrupteur S. On donne L=1H et C=0.01 pF . =
yo) \ L
on désigne par q(t) la charge du condensateur a
) SN
I’instant t.
1. Ecrire I’équation différentielle qui décrit le circuit en fonction de la variable g. On

précisera les valeurs de ) et w

2. Dans quel cas le systéme oscille ? quelle est la valeur de résistance critique ?

Tracer approximativement q(t) pour R=100Q et R=500Q.
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

2.3 Oscillations amorties forcées

2.3.1 Définition d’un oscillateur amortie forcé

On appelle oscillateur amortie forcé lorsque qu’il  est soumis a un frottement et une
force extérieure appelée force d’excitation.

2.3.2 Equation de Lagrange

Il y a deux formes de I’équation de Lagrange suivant le mode de déplacement :

dfo| a__a

ol |Tag - LT F(t) Translation (2-61)
aq 29
L L D
o|i 8_ === _a_- +ul) Rotation (2:62)
t s q aq 84
Ou F(t) force d’excitation
p(t) moment de la force d’excitation
2.3.3 Equation de mouvement
L’équation du mouvement des systémes forces est de la forme :
G+ 214 + w3q = % (a) Constante (2-63)

Exemple

On appliquant dans le systeme décrit dans la section 2.2.3 une force extérieure
sinusoidale:

F(t) = f, cos(Qt) (2-64)

F(1)

Figure 2-5 : Systéme amorti forcée (masse, ressort) horizontal
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CHAPITRE 02 : Systemes linéaires a un degré de liberté

» Lagrangien

L=T-U (2-65)
> Energie cinétique
2
Tzémx (2-66)
» Energie potentielle
U=Up+uk=uk=1kx2 (2-67)
5 2
0
1 21,

(2-68)
» Equation de dissipation
D= ax’ (2-69)
» Equation de Lagrange
dlaoL| oL D (2-70)

—|— |-—=——+F()
dt o4 aq o4

Apres les dérivations nous recevons cette équation

m X+ kx = —a X+ f, cos(Qt) (2-71)
;(+ g )'(+ h X = fo COS(Qt)
m- m m (2-72)

La constante a=m
Pour la pulsation propre et le coefficient d’amortissement

k (24

Wy = |— A=—o (2-73)

m 2m
2.3.3.1 Résolution de I’équation du mouvement
D’aprés la figure (2-1) est présentée 1’enregistrement du mouvement d’un oscillateur
amorite forcée nous remarquons deux régimes : le premier est court s’appelle transitoire
et le deuxiéme est long s’appelle permanent. Donc la solution de 1’équation du

mouvement se compose de deux solutions

q(v)

Il
| I‘W'w‘“'hwIlfl'!lmvmnn'lllImuwv.uwmuu'mwwml.mmuu
“m'h““'-ﬂl""‘.lmﬂlhmuﬂlllfﬁm\hlmm||hlﬁhh\hlﬁnﬂllnﬁﬁ)ﬂa{

b

Régime ransitoire Régime permanent

Figure 2-6 : I’enregistrement du mouvement d’un oscillateur amorite forcé.
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q(t) =a; () + g, (t) (2-74)
Ou : gr(t) solution transitoire

ge () solution permanente
Puisque : g, (t) <<<Q, (t) q (t) =0, (t)= Acos(Qt + ) (2-75)
(Q) Pulsation de force excitatrice
(¢) Déphase entre le systeme et la force excitatrice
A T’aide la représentation complexe nous déduisons ces deux parametres

Il faut noter q(t) est la partie réelle de Ae/@+) : g(t) = Re[Ae/@+9)]

q (t) =0, (t)= Acos(Qt + ) = AiE@+

_ (2-76)
F(t) = F, cos(Qt) = F,e '
q(t) = AQe/ O+ (2-77)
G(t) = —AQ%e/Ot+) (2-78)
2 . 2 j(Qt+g) FO (th)
(-Q°+22Qj+ w," ) Ae =—=¢
a
. F
A(-Q? +21Qj+w,”) =Be * On pose B:;‘)
A((-Q? + @,) +210Qj) = Be ¥*
Nous utilisons le conjugué
A((-Q? +w,”) +22Qj) =Be*
A((-Q* + w,%) - 220Qj) = Be ¥*
L’amplitude du mouvement est donc :
Fo
A= & (2-79)
J(wg —02)*+42202
D’apres 1’équation
A((-Q? +w,2) +22Qj) =Be ” =cosp— jsing
cos ¢ = (-Q% +w,”)
sing =-21Q
La phase ¢ du mouvement (déphasage entre q (t) et F (t) ) est donner par :
O L (2-80)
(-Q* + ")
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2.3.3.2 Résonnance

La pulsation d’excitation € pour laquelle I’amplitude A atteint son maximum est appelée

oA
pulsation de résonance (d’amplitude) Q. . A est maximale lorsque — =0
F
OA — ?0 [4Q(a)02 -Q? )+ 8/12Q]
oQ -

2[[(%2 —of +4/IZQZ]F
oA

£=o ————= —4(w}—-0%)+842=0

Q. =\Jw,” =21 (2-81)

Si nous introduisons 1’équation (2-81) dans 1’équation ( 2-79), on obtient :

Ay = ——2 (2-82)

aJAl wl — 42"

Nous introduisons le facteur de qualité ¢ = 0 dans I’équation (2-81)

22
1
QR = (1)0 1 - ﬁ (2‘83)
A cette pulsation, ’amplitude est :
A ¢ (2-84)
i aw; 1
1—
44°
Donc par la résonance il faut que : w2220 —=> 11— ﬁ >0
? > !
V2

Le facteur de qualité doit donc étre supérieur a (717) I’amortissement doit étre faible

10F;

—_—
T 0

3,04F,
aeg

aco |

Figure 2-7 : évolution de d’amplitude en fonction la pulsation
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2.3.3.3 Reésonance de phase
Lorsque Qg = wy tanp=-o ——=> =2

2
Iimtan((p)zo ———————— — 4
S F(t) et q(t) en phase
00 0==3 (Metgt)enp
lim tan(p) = -
(p) =0 ———= =0 F(t) et q(t) en quadrature phase
Q-Q,

limtan(p) =0 ——T=

o p=-1 F(t) et q(t) en opposition phase
—>

Figure 2-8 : évolution de la phase en fonction la pulsation
2.3.3.4 Bande passante

La bande passante est par définition ’ensemble des pulsations pour lesquelles I’amplitude

A> Amax

V2

Nous définissions la largeur de la bande passante AQ=Q, -Q, ou Q, et Q,

correspondent a A (Q,) =A(Q, )= AT"‘;X
Sion pose Q,, ~ w, dans I’équilibre (2-82), on trouve
I:O
a (2-85)

mzXx = 2/10)0
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l"ll &

MU= = ot i - Résonance aigue
."{/
. 2 ’ﬁ |
,: ‘ ‘ R
\ 1 ‘ esolnanceﬂoue
| plus;e—résonance
i

»
»

2, .(.JQQ‘,

Pulsation de résonance

Figure 2-9 : évolution de d’amplitude en fonction la pulsation

Fo

Amax _ r __Fo 22 2 2 \? 2 2
= = — — =
v \/ (w3 —02)2+4,1292 2adwoV2 e +(wo © ) S

Plus A est faible, plus le pic de résonnance est étroit (2 petit) , on peut alors considéré
dans AQ que Q proche de o,

D’ou la bande passante de I’oscillateur : B=AQ=Q, -Q, =21  (2-86)
Donc le facteur de qualité sera comme suit :

Do _ Do
24 B

2.3.3.5 Analogie électromécanique

#= (2-67)

Nous pouvons faire une analogie entre le systtme mécanique (translation et rotation) et

le systeme électrique RLC est regroupé dans le tableau suivant :
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Tableau 2-1 : Analogie des parameétres électromécanique

Systéemes mécanique

Circuits électriques

Force-tension
Rotation Translation Analogie
Angle 3 Déplacement x Charge q
Vitesse Q angulaire Vitesse X Courant =1
Moment d’inertie J Masse m Inductance L
Constante de torsion k, Raideur k 1/C
Coefficient de frottement Résistance
B o R
Energie cinétique
I 2 i3 |
T=5J8 T =—mx’ T==Li
Energie potentielle
TT—%CHE U:élc\’2 U:%%q2
Fonction de (;issipation —
D:éﬁf}z D:éo&:\tz D_éRf
Lagrangien L=T-U
Equation de Lagrange
wlon) T ot 0
« Force généralisée » appliquée Q(t)
Moment appliqué Force appliquée Tension appliquée
Q(t)=M(t) Q(t)=E(t) Q()=E()
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Exercices

Exercice 1

Une masse m, suspendue par un ressort de raideur k et un amortisseur de coefficient de

frottement, oscille verticalement sous I’effet d’une excitation F de la forme F (t)=FycosQ

1. Trouver I’énergie cinétique T, 1’énergie potenticlle U, et la fonction de dissipation
D.

2. Trouver le Lagrangien puis I’équation du mouvement. o %

3. Trouver, a l’aide de la représentation complexe, la solution i

M | Fa

permanente de 1’équation du mouvement. (Préciser son amplitude A ~"[

et sa phase) e =

4. Donner la condition de résonance et la pulsation de résonance Qg: -

5. Donner la bande passante B pour un amortissement faible:( A<< o)

Exercice 2

Dans le systeme ci-contre, la boule est ponctuelle et la tige est de longueur totale 3l et de

masse négligeable. Avec F (t)=FqcosQ.

1. Trouver I’énergie cinétique T, I’énergie potentielle U, et la fonction de dissipation D.

2. Trouver le Lagrangien puis I’équation du mouvement.

3. Trouver, a l’aide de la représentation complexe, la
solution permanente de 1’équation du mouvement.
(Préciser son amplitude A et sa phase)

4. Déduire la pulsation de résonance Qg:

Donner les pulsations de coupure Q;; Q, et la bande

passante B pour un amortissement faible ( A<< ). i
6. Calculer Qg , B, et le facteur de qualité si m=1kg,
k =15N/m, 1=0,5m, &=0,5N.s/m, g=10m.s™.

Exercice 3

Dans le systéeme ci-contre, un fil autour du disque (de masse negligeable) est inextensible

et non glissant, est lié avec deux masses m;, my et un ressort avec

un raideur. -
2 4] Is |3'?-‘\
1. Trouver I’énergie cinétique T, potentielle U, et la fonction de @ (RN

dissipation D.
2. Trouver le Lagrangien puis 1’équation du mouvement.
(F=FocosQt.)
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3. Trouver, a I’aide de la représentation complexe, la solution permanente
de I’équation du mouvement. (Préciser son amplitude A et sa phase ¢)

4. Déduire la pulsation de résonance Qg.

5. Donner les pulsations de coupure Q¢, Qc, et la bande passante B

Pour un amortissement faible ( A<< wo).

6. Calculer Qg; B; et le facteur de qualité si m;=2kg, my,=1kg, k=10N/m, a=0, IN.s/m.
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CHAPITRE 03 : Systemes linéaires a plusieurs degreés de liberté

3.1 Systemes linéaire de plusieurs degrés de liberté

Pour 1’étude des systémes a plusieurs degrés de liberté, il est nécessaire d’écrire plusieurs

¢quations différentielles du mouvement que 1’on peut obtenir a partir des équations de

Lagrange : [y . A
il = |- =—£—F_I_r_l .
-fﬂ I.__E:-g-__- L"g-_ l?-g_
'; a7 ‘ a7 ]
i, el _Hr._.=rD < F(1)
at \egq. ) % ag, (3-1)
'; ar ‘ ar 2
dil © L)
f,_. 2g &g, g

3.1.1 Les types de couplages

a) Couplage Elastigue : Le couplage dans les systémes mecaniques sera par élasticité.

Pour les systémes électriques, les circuits couplés sont présentés par capacité, ce qui est
équivalent au couplage par élasticité.

(@}

= — Uy

k k k;

Al W m,
e wﬂ
x X3

1

|1
11
!

ms

L

Figure 3-1 : Couplage systemes élastique et équivalant électrique.

b) Couplage Visgueux : Le couplage dans les systemes mécaniques est évident par
amortisseur. Dans les systemes électriques, on apercoit les circuits couplés par resistance,
équivalents au couplage par amortisseur

Figure 3-2 : couplage systemes visqueux et équivalant électrique.
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c) Couplage Inertiel : Le couplage dans les systemes mécaniques est assuré par inertie.

Dans les systemes électriques, on trouve les circuits couplés par inductance, équivalents

au couplage par inertie

M,

Figure 3-3 : couplage systemes inertiels et équivalant électrique

3.2 Systémes linéaire deux degrés de liberté cas libre
Un systeme a 2 degrés de liberté possede 02 coordonnées généralisées, 02 équations
différentielles et 02 pulsations propres (m1, wy).

Iq m, k m, k: ,

0
- oy
X X

Figure 3-4 : Mouvement oscillatoire d’un systéme couplé a deux degré de liberté.

e M P,

3.2.1 Equation du mouvement
Exemple
Soit le systeme libre décrit précédemment. Les deux variables indépendantes sont x; et
X2. ko est appelé élément de couplage.
Calculer les énergies cinétique et potentielle du systéme, en utilisant la formule de
Lagrange établir les equations différentielles du mouvement. En déduire les pulsations
propres du systéeme.

» Lagrangien

L=T-U (3-2)
» Energie cinétique

S 2.7 mx? 3-3
T S MX+ oM’ (3-3)
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» Energie potentielle

1 1 1
U=EkX12 +Ek0(X1—X2)2+EkX§ (3'4)

1 51 , 1 1 1
L== 2 - 2__k 2__k _ 2__k2 3_5
5 X+ MXe= KX =2 o(X —%) 5 k% (3-5)

» Equations de Lagrange

dfo] a )
dt 0 ] 8x m, X, + (K, + k)%, +k,x, =0
" —> (3:6)
i 8F 5'— =0 m, X;—l—(k2 +k0))(2 +k0X1 =0
dt 0 X, aXz
X, (t) = A cos(at + @) = Alj(a) tor) () = £l1':::5: _
X, (t) = A, cos(at + @,) = Azj(‘””f"z) xq(t) = 4,7 -

Nous introduisons

kq,+k
( 24 0)A1 OAz =0 (—w?+a)A; —bA, =0
ky+k = 2 _ (3-8)
Al ( 2 4 L2 O)AZ 0 —cﬁ+(—w +d)A, =0
mz—
Ces équations admettent des solutions si le déterminant sera nul
_|-wr+a —b _
& (w) ‘ —r —w* 4 d 0
—(a+d)w® +{ad —bc) =0 (3-9)

3.2.2 Les modes d’oscillations

Définition du mode d’oscillation : le mode d’oscillation est 1’état dans lequel les
éléments dynamiques du systéme effectuent une oscillation harmonique avec la méme
pulsation qui correspond a une de ses deux pulsations.

Les deux solutions réelles et positives w; et w, de cette équation sont appelées pulsations
propres ou normales. La plus petite est appelée la fondamentale, I’autre est appelée
I’harmonique.

Pour notre cas nous présentons les deux modes comme suit :

Agil) -wg

= > () =——=> Lavibration est

Premier mode propre : Pour w=w; D)
en phase =
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Xy = Ap g cosluwg T+ @) (3-10)
Xzi1 = Ag gy coslow U )
i . _ AyiZ) —ittd . . .
. = —_— La vibration n
Deuxieme mode propre : Pour w=w> YRET : 0 => a vibration est e

opposition de phase

{ X1 (2) = Aj 2y cos(wyt + @) (3-1)

X2 (2) = —As (2) cos(w,t + @)

3.3 Systeme forces et amorti a deux degrés de libertés
o L«

A iy

kX X%

Figure 3-5 : Mouvement oscillatoire d’un systéme amorti et forcé

couplé a deux degré de liberté.
Exemple : en utilisant 1’équation de Lagrange déduire les équations du mouvement du
systeme de la figure 3-5 qui se compose de deux masses m; et m, reliées par 03 ressorts
ces constants de raideurs ki, ks et kg glissent sur un plan horizontal. Sont soumises a deux
forces de frottements représentées par la présence d’amortisseur des coefficients
d’amortissement identiques (o) et une force externe dépondant du temps

» Lagrangien

L=T-U (3-12)

» Energie cinétique et Energie potentielle

1 51 '
T= >, X+ 5m; X2 (3-13)
1 1 1
u =§kxl2 +§k0(xl —x2)2+5kx22 (3-14)
1 51 , 1 1 1

Lzzm1 X2 +=m, xzz—zkle _Ek(’(xl -X,)? —Ekzxf (3-15)

D-Zax'+ ax’ e F()=F s

% 6—F _SL - 5'? +F(t) m, X+ (K, + Ky )X+, X, —K,X, = F, cos(Qat )

%) T (3-16)
d 8|T _ oL _aD M, X,+ (K, + Ko )X, + a2, X, —KoX, =0
dt ox,) ¥ ox
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3.4 Oscillations forcées d’un systéme non amorti 2 deux degrés de liberté
Nous considérons notre systeme mécanique symétrique decrit dans la figure 3-5.

(ky = k, = ket my = m, =m) ou nous appliquons une force extérieure de forme

sinusoidale au premier sous systéme qui s’exprime comme suit :

m, X, + (K, + Ky )X, —Kk,X, = F, cos(at)

(3-17)
D=0 et F#0
m, X, + (K, +Ky)X, —KoX, =0
Régime permanant
X (t) = A cos(at +¢,) = A
i __ A (et)
(0 = A cos(at + ) = A ==> KO = A (3-19)
- t)=A,’
F(t) = F, cos(at) = Fe ' % ()= A,
. 2, kitkg o _ R
i+ ko~ = R _[(0 VA =2
?]‘1:& + {ku + kzj-_“':: - ku-E; =10 (_m: + ?fn+?f1]f1: _k_nﬂ:l -0 (3'19)
Mz - Mz
En Posant— = w2 (—w® +2w3)A, — wid, = %' A = %Ii:nlx*:;i:i—ma‘l
m ] . . .. = . (3_20)
[_m + Emn}éz - wﬂil — ﬂ. A _ Fn Ly
2

T m|zwi-w?P-ul|

* A, =A,=wlorsque

W = &y = wg, (appelée premiére pulsation de résonance.)

L] o
w = V3w = wg-(appelée deuxiéme pulsation de résonance.)
e A, = 0lorsque w = V2w, = w,. (appelée pulsation d antirésonance.)
A | | | A | |
| j '.
| A ZI [
P |4 ! | :'.
\ . N
J, \ —
- \, S .y A S .
W1 Wa WR2 W wp1 YA wp, w

Figure 3-6 : Evolution de I’amplitude en fonction de la pulsation

Dr. Bennaceur Said Page 35



CHAPITRE 03 : Systemes linéaires a plusieurs degrés de liberté

3.5 Généralisation aux systemes a n degrés de liberté
Energie cinétique généralisée
Un systeme a n degrés de libertés posséde n variables : X1 X2, X;.. ... Xn.

Energie cinétique généralisée

. 1 . 2
T:§m1Xf+§m2X§+ ................ 5 My Xn
Sionsuppose: m =m,=..... =m, =m
. . . n o2
T =%m(xf+ E +x§):lm2xi (3-21)

X1
On pose vecteur vertical (colonne) |x > = x2
x'n

On pose vecteur horizontal (ligne) < x| = (x1, X1, v vee - Xp)

X1
X1 n 542 n
(xlx) = (g, Xgy oo 2) | X2 =zx§<—><x|x)=(x1,x2.....x,,) e ) &2
Xn i=1 / i=1
Xn
m 0 0. 0\ /i,
0 m O.... 0\ %,
=T = sm(il&)=2 Gy, &y i) | 0 0 Mo O T =2 (x|7|%)
0 0 0 .. m/ i, (3-22)

T : Matrice carrée (nxn), Opérateur associé a T. Les éléments de T sont déduits des
dérivées

Energie potentielle généralisée

U= %klx% + %kzx% + %kgxg + .t —knxz (3-23)

Si k1: k2: k1: ............... — kn:k
1 1
U= k(xf+x;+x5+-xh)=2kIL xi (3-24)
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Le Lagrangien (la fonction de Lagrange) :

L=T-U= 3 GIT 1) = 3 (xlpalx) (3-26)
. . d (9L AL\ _
Equation de Lagrange : - (a_xl) - (a_xl) =0
daL 10 4. .
Tl 5§(x|T|x>
oL 10 (3-27)
£ = —56—m<x|u|x>

Ona: %(XLTUC) = 2(L;|T’|x) et %(xl/,tlx) = 2(I;|||x) avec [; vecteur unité.

(I,/=(1,0,0,0 ... ...0),{I,/= (1,0,0,0 .. .0), e s eee oo (L. /= (1,0,0,0 ....... 0).
F) . d (oL .
oL
Fre —(L;|ulx) = (LT )% ) + (I;|lulx) = 0,c’est1'équation de Lagrange
i
= T/H+UM) =0= [H+T 1 =0= 2 /x)+L/x) =0 (3-29)

L = T u: Opérateur associé au Lagrange £, 7 ~1: Matrice inverse de T

Equation aux valeurs propres:

2 .
La solution de I’équation %/x) + L/x) = 0 peut étre sous la forme complexe :Ce/**

d2
dt?

Jx) = —w?/x) = —w?/x)+ L/x)=0= (L— w?)/x)=0, (3-30)

(L —w?)/x) = 0= Det [L — w?I] = 0 c’est I’équation aux valeurs propres. w; :
valeur propre.

«» Valeur propres :
Exemple : £ = ( L1 Lz )

Ly1  Lap

5z 3 . _ 27 — Li1 Lq2 _ 2 1 0 _ ( Lqq —(L)Z L12)
L’équation aux valeurs propres : L — w*l = (L21 Lzz) W (0 1) =\, L,-w?

| L1 —w? L12| =0= (L11 - (1)2)( L22 - (1)2) — L21.L21 =0 (3-31)

Lyt Lypp—w?

A chaque valeur propre w; correspond un vecteurV,, w; = V; (2 ),wz -V, (x21)

1
2 X22

2
Li; —wi Liz

)= (3-32)

% Pour:w=w:(L—-w)V,=0= 2
L1 Lzz—w3
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Ly — w%)xqq + x13L1, =0
{( 11 wl)xll 12512 :>X11€txlz? (3'33)

Lyixis = (L2 — @3)x12 =0

2
Li; —w3 Lpp

. . 7 — _ (0
% Pour:w=wy(L—wd)V,=0= Loy Loymu? (22) = (O) (3-34)

= X12 et X22

Solutions des équations différentielles :

(X1(t)) _ Avl’ej(wltﬂpl) + sz)ej(wzt+(p2) — 4 <x11) ej@itte1) 4 p <XZ1> ) (@3t+2)
x,(t) X12 X22
{xl(t) = Axllef(“’l“"’l) + Bx21ej(w2t+(l72)

3-35
Xaa) = Ax2e/(O15491) + By, el (@2t+05) (3-35)
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Exercices

Exercice 01 :
On considere les oscillations libres du systéme a deux degrés de liberté

1. Calculer les énergies cinétique et potentielle du systéeme ;

2. Pourk; =k, =ket m=m,= % , et en utilisant la formule de Lagrange établir les

équations différentielles du mouvement. En deduire les pulsations propres du

systeme.

Ly 7 K>

L

-

RRRARL Y

Xy X2

Exercice 02 :

On considére deux circuits électriques (R, Ling ,Cap ) couples représente par la figure

ci-dessous :

Liing Ljina

> Quel est le nombre de degré de liberté ?
> Déterminer le Lagrangien du systeme.
> Donner les équations du mouvement

On néglige les résistances des deux circuits. On prend les nouvelles grandeurs
1

Lind Cap

> Etablir les nouvelles équations différentielles du mouvement.
> En déduire les pulsations propres du systeme en fonction de w,
> Donner les solutions générales.

> Quel est le modele mécanique équivalent ?
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Exercice 03 :

Sur un arbre OO’ horizontal et fixe, de masse négligeable, encastré a ses
extrémites O et O’, sont fixés trois disques (D1), (D2) et (D3) de centres respectifs
01, Oz et O3 et de méme moment d’inertie J par rapport a leur axe commun OO’
On désignera 6,(t) 6,(t) et G.(t), les angles angulaires de rotation de chacun des
trois disques par rapport a leur position de repos

B(1) B.»re*J &1

de liberté

Les quatre partis OO1, 0102, 0203 et O30 ’de I’arbre ont la méme constante de
torsion C.

Cc
On posera w3 = n

Régime libre :
» Déterminer le Lagrangien de ce systeme.

> Etablir les équations différentielles du second ordre verifiées par les angles
0.(t), 6,(t) et 64(1).

» En déduire les trois pulsations propres w:p, w.p et wsp de ce systeme en
fonction de w,,

> Déterminer pour chaque des trois modes propres, les amplitudes angulaires
des disques Dz et D3 si I’amplitude angulaire du disque D1 est A= 1 radian.

» Calculer I’énergie mécanique totale E; de cette chaine de trois disques, pour
chacun des modes propres, en fonction de C et de I’amplitude angulaire 6,
du disque Du.

Regime forceé :
On applique au seul disque (D;) un couple moteur sinusoidal de moment

I'(t) = Ihcos(wt) La pulsation est réglable et d’amplitude T,.

2
> Etablir en fonction du parametre X = (wi) les amplitudes angulaires Az, A; et Ag

0

de chacun des disques en régime force.
» Pour quelles wvaleurs de X ce systeme est-il en résonance ?
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CHAPITRE 04 : Généralités sur les ondes mécaniques

4.1 Classification des ondes

Une onde est un phénomene vibratoire qui se propage. Elle peut étre classée en deux
familles: ondes mécaniques et ondes electromagnétiques.

Ces ondes ont deux principaux modes de propagation.

a- ondes mécaniques (élastigues)

* onde acoustique (son)

« onde sismique

* onde a la surface d’un liquide
* onde dans une corde

b- ondes électromagnétiques

* onde lumineuse (lumiére)
* onde radio

Et avec deux principaux modes de propagation :
a- mode longitudinale (onde L)

La vibration est paralléle au sens de propagation (onde de “compression’)
Exemple : propagation de la déformation d’un ressort

ressort tendu entre deux points

B G T, T T T, T,V T, 0,79, 0. T

KKK IR I ICTCR I I I

- Q0000000000

puis on lache »

NI NI TN XN ICICICICN
 J1YL)L ) | ) { LRIR10 s me

Figure 4-1 : propagation dans le ressort
b- mode transversale (onde T)

La vibration est perpendiculaire au sens de propagation (onde de “cisaillement”).

* Exemple : propagation de la déformation d’une corde

—

Figure 4-2 : propagation dans une corde
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4.2 Intégrale générale de I’équation générale d’ondes progressives.

Dans les phénomeénes vibratoires traités dans les chapitres précédents, nous nous sommes
intéressés a des phénomenes ou des grandeurs physiques qui dépendaient d'une seule
variable, le temps t. Nous allons maintenant examiner toute une série de phénomeénes qui
sont décrits par une fonction qui dépend a la fois du temps t et d'une variable d'espace, x
par exemple. Ces phénomeénes sont régis par une equation aux dérivées partielles, appelée
équation d'Alembert ou équation d'onde ou encore équation de propagation a une

dimension de la forme :
2 2
A : la fonction d’onde qui se propage
x : la direction de propagation
t : temps
Dans laquelle V est une grandeur physique qui a les dimensions d'une vitesse et sera
appelée dans la suite vitesse de propagation.
4.2.1 Solution de I'équation de propagation
L’équation d’onde simple (4-1) peut se décomposer sous la forme :

SR w2

ox V ot )\ox V ot

ou [N ERE AT @)
ox V ot )\ox V ot

La derniere formulation de 1’équation d’onde montre qu’il existe deux vitesses dans le
systeme : +V et —V, associées a deux sens de propagation opposés. Pour chercher des
solutions a I’équation d’onde, on introduit deux nouvelles variables :

X (x,t)=x -Vt
(4-4)
Y (x,t)=x +Vt
qui sont des variables d’espace associées a deux référentiels mobiles aux vitesses +V et —
V respectivement. Dans 1’écriture en (x, t), le référentiel a une position fixe, tandis que
les variables X et Y sont associés a deux réferentiels mobiles.
Les opérateurs de dérivation partielle de 1’équation d’onde (4-1) doivent étre transformés

et on utilise pour cela:
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0 o0 oX 0 oY 0 0
— = + = + (4-5)
ox oOX ox oY ox oX oY

De méme, la transformation de I’opérateur 0/0t est :

0 0 oX o oY 0 0
o ' _ [ _ j (4.6)
ot oX ot oY ot oY oX

Dans 1’équation (4-1), nous avons besoin de I’opérateur de dérivée seconde en X, donc

0%1ox?
o oY (o oY
ox ox oX oY

i (g) v z(i_if
ot? ot oY oX

Par ce changement de variables, 1’équation (4.1) devient une équation intégrable :

et I’opérateur 6%/ot° est

2
0°A _ 0 (8Aj: 0 (G‘Ajzo 4.7)
oX oY oX \oY oY \oX
H_/
formel forme 2 forme 3

La deuxiéme forme de cette équation montre que la dérivée de A par rapport a Y ne
dépend pas de X, donc la fonction A ne dépend que de Y . Mais la troisieme forme
montre que la dérivée de A par rapport a X ne dépend pas de Y , donc la fonction A ne
dépend que de X . La forme générale de la solution A(X, Y ) est donc la somme de deux
fonctions indépendantes qui ne dépendent chacune que d’une variable, X ou Y :
A(x,t)=F (X )+G(Y )=F(x -Vt)+G (x +Vt) (4-8)
Les deux fonctions F et G sont des fonctions d’onde arbitraires et ne sont déterminées que
par les conditions aux limites et initiales du systéme. L’équation d’onde simple n’impose
aucune forme particuliére pour ces fonctions, du moment qu’elles sont dérivables.

4.3 Vitesse de phase, vitesse de groupe

La vitesse de phase caractérise la vitesse de deplacement d'une onde plane. Elle dépend
éventuellement de la fréquence si le milieu est dispersif. En ce sens cette vitesse n'a pas
vraiment de sens physique car I'onde plane n'est qu'une représentation mathématique utile
du paquet d'ondes qui lui est un vrai signal physique. La vitesse de groupe caractérise le
déplacement de I'ensemble du paquet, c'est si on veut une sorte de vitesse moyenne du

groupe d'ondes planes qui définit le signal.
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Vitesse de phase Par simple géométrie, il est clair que la créte de ’onde (Son extremum)
avance d’une longueur A a chaque période t et donc la vitesse de la créte, aussi appelée
vitesse de phase, est :

Vp=AT=AV (4-9)

La vitesse de la créte de I’onde, ou vitesse de phase.

On peut écrire : v=vp/Aour=vp/V (4-10)
On peut dire de v, = A v que la créte avance d’une distance A , v fois par unité de temps.
Cette relation pour (v est valable pour toute onde, parce qu’elle est purement
géomeétrique. Selon le mécanisme physique responsable de la génération de cette onde, la
vitesse (vp) peut étre ou ne pas étre une fonction de la longueur d’onde/fréquence ou peut
étre constante et indépendante de la longueur d’onde/fréquence. Dans ce dernier cas,
I’onde est dite harmonique. Nous y reviendrons.
4.4 Front d’onde

Nous pouvons aussi appeler surface d'onde ou nous définissons comme

une surface d'égale phase d'une onde, c'est-a-dire que ces points ont mis le méme temps

de parcours depuis la source.

Front d’onde

Figure 4-3 : Surface d’onde (front d’onde)
4.4.1 Exemple des ondes planes, ondes sphériques
» Onde plane
Une onde est plane quand les fronts d’ondes sont des surfaces planes. Cela correspond a
un vecteur d’onde k orienté suivant une seule direction de I’espace. Les fronts d’ondes

sont des plans parall¢les entre eux séparés d’une distance A = 2m/k et tous
perpendiculaires a la directionk. Si le vecteur d’onde est orienté suivant la direction X , le

vecteur propagation est kK = €, et onde plane monochromatique est notée :
A(x,t) = Ay cos(kx — vt) (4-11)
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Figure 4-4 : Illustrations des fronts d’onde plane (a) et de I’amplitude d’une onde se

propageant selon I’axe x (b).

» Onde sphérique
Quand la propagation admet une symétrie ponctuelle dans un espace isotrope a trois
dimensions, I’équation d’onde admet comme solutions les combinaisons linéaires des

ondes monochromatiques sphériques. La direction de propagation est donnée par :
k=ké, kg=0  k,=0

Et I’opérateur laplacien en coordonnées sphériques est tel que :

A =122 a 4-12
_rarz(r) (- )

L’équation d’onde (4-12) s’écrit donc

1 02

r or?

rA) —LZ4_ ¢ (4-13)

c2 9t2
On retrouve ici une équation d’onde a une dimension d’espace dont la solution r A se
décompose sous la forme d’une somme F (r — ct) + G(r + ct). La fonction d’onde

sphérique est donc de la forme
A(r, 0= A(r,t) = 2F(r —ct) +~G(r + ct) (4-14)
Et I’onde monochromatique sphérique s’écrit sous la forme

Ar,t) = 22 cos (k|7 — 5l + wt) (4-15)

Avec 7y = (15, 6y, @) la position de la source ou du point d’absorption et 7 = (r,

0, @) les coordonnées sphériques du point considéreé.
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(@) (b}
Figure 4-5 : Illustrations des fronts d’onde sphérique (a) et de
I’amplitude de 1’onde sphérique (b).
4.5 Réflexion et transmission des ondes
Le dioptre est le plan xOz. Le demi-espace correspondant a'y > 0 est rempli d’un milieu 1
d’indice optique n; le demi espace correspondant a y < 0 est empli d’un milieu d’indice

optique n,.Nous considérons deux demi-espaces séparés par un dioptre plan.

Plan d'incidence

Figure 4-5 : Réflexion et transmission

Nous considérons une onde plane progressive de vecteur d’onde ki se dirigeant vers le
dioptre. Le vecteur d’onde ki fait un angle 6; (angle d’incidence) avec 1’axe Oy qui est
normal a I’inferface. A I’interface entre les deux milieux, on constate deux phénomenes :
— Apres la traversée du dioptre, ’onde est déviée. C’est le phénoméne de réfraction.
L’onde transmise est toujours une onde plane progressive. Son vecteur d’onde Et fait un
angle 6; avec I’axe Oy.

— Une onde plane est renvoyée par le dioptre vers le milieu 1. C’est le phénoméne de
réflexion. Cette onde réfléchie est elle aussi une onde plane progressive. Son vecteur
d’onde est k; fait un angle 6, avec I’axe Oy.

Notons immédiatement que les pulsations de ces trois ondes sont identiques.
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Exemple : Le champ électromagnétique dans les deux demi-espaces.
Dans le demi-espace y > 0 le champ électrique € (x, y > 0, z, t) est la superposition des
champs des ondes incidente et réfléchie :

2(x,y>0,7 1) = gg eilar-0t) 4 g2 gilkri-wt) (4-16)
Tandis que dans le demi espace y < 0, une seule onde est présente. Le champ électrique
£ (X, y< 0, z, t) est donc celui de I’onde transmise :

2(x,y <0,z 1) =ggeilkif-wt) (4-17)

Comme chacune des trois ondes (incidente, réfléchie et transmise) est une onde plane, le
champ magnétique s’exprime simplement en fonction des vecteurs d’onde et du champ

électrique. En notant o I’indice qui correspond a chacune des ondes (a =i, rou t) :

B.= B eilkar-ot) = Kagam pilli-ot) - 1 ”k_og” « 5.0 ellfai-ot)
w ¢ |ka
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Exercices

Exercice 1 :

Verifier que les fonctions suivantes sont des solutions de 1’équation D’Alembert

a) u(x,t)=Asin(e(t —\;‘—)) by u.)=Ae V), 6) u(x.t)=Acosk (x Vi), d)

() 3 ,
e) u(x,t)=a(x +Vt)

u(x,t) :Aem
On suppose que X, t et V sont respectivement la position, le temps et la vitesse de
propagation

Exercice 02 :

Soit des ondes sinusoidales definies par les deux équations suivantes :

A (x,t)=2co0s(6.28t —15x) et A,(x,t)=5c0s(9.42t +22x)

Quelle est la vitesse de phase v, pour chaque onde

Sachant que cos(4,) +cos(6,) = 2cos((9l ;92 ) cos(é’1 ;92) trouver la vitesse de phase v, et

de groupe Vg de I’onde résultante
Exercice 03 :
La figure ci-dessous représente 1’aspect d'un ébranlement se propageant le long d'une corde

indéfiniment longue. L'aspect de la corde est représenté aux instantst =2 sett =5s.

1 ¥lem)

[T T S T = &
1=

| B x(m
0 2 4 @6 B 10 12 14 16 18 20 22 24 20 28

(=TS - T
=
n)
i

i S

0 2 4 6 & 10 12 14 18 18 20 22 24 26 2B 30

1- Calculer la vitesse de propagation de cet ébranlement. Quelle est la position de
I'ébranlement at = 0?

2- A quel instant t; le point B aura-t- il une amplitude maximale ?

3- A quel instant t, le point B revient-il a sa position initiale ?

4- A quel instant t3 le point M retrouvera-t-il pour la premiére fois une élongation nulle ?
5- Tracer sur un méme graphe les amplitudes ya(t) et yg(t) des points A et B de la corde.

6- Représenter la courbe de vitesse yz(t) du point B.
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Exercice 04 :
Une onde transversale sinusoidale, se propage le long d’une corde dans le sens des X
négatifs a la vitesse V = 10m/s. La figure ci-dessous illustre le déplacement des particules

sur la corde en fonction de la position & un instant t.

B VBN N

SR /T

-
AN
P

X(m)

o N

Calculer :
a) ’amplitude de cette onde, b) sa longueur d’onde, c) sa vitesse de phase, d) sa période,

e) la vitesse maximale d’une particule sur la corde. f) Quelle est 1I’équation de cette onde ?

Exercice 05 :

1- Deux ébranlements de méme amplitude mais de signes opposés se dirigent 1’un vers
I’autre sur la corde. La figure ci-contre les représente a t=0 . Si les deux ébranlements sont
distants de d = 60cm, dessinez la configuration de la corde aux instants 10, 15 et 30 ms.

2- Répondre aux mémes questions si I’ébranlement de droite est du méme signe que celui de

gauche.
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CHAPITRE 05 : Ondes transversales sur une corde
5.1 Introduction
Considérons une corde tendue, rectiligne selon la coordonnée x, et de longueur infinie.
Nous allons étudier la propagation d’un faible ébranlement le long de la corde.
Supposons que cet ébranlement se produise suivant I’axe 0y.
Etudions 1’équation du mouvement de cette corde. Nous dénoterons par T la tension a
laquelle est soumise la corde. On considére en un point d’abscisse X un segment trés court
de cette corde, de longueur Ax. La masse 4m du segment est donnée par :

Am = u.Ax (5-1)

Ou p est la densité linéique de masse de la corde, c’est-a-dire la masse par unité de
longueur qui s’exprime en (kg/m).

5.2 Equation de propagation

a en mouvement F},(xﬂjx) T(x+Ax)
B(x+AX)

a I’équilibre

X

Figure 5-1 : Onde sur une corde vibrante

Dans une situation hors équilibre, le segment n’est plus droit, il présente une courbure.

Nous considérons des mouvements d’oscillation de la corde de petite amplitude

(5-2)

U(x, t) = u(x, t)é,
Apres I’approximation
. ]
sin(6) /= tan(0)/x = 5: /

. a
SIn(8)/x+ax= taN(0) /xsax = 5= [x4nx
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L’allongement du segment est négligé aussi par I’approximation

‘ La tension T= Constante

La force appliquée sur le segment dans la direction y est la résultante de la force

appliquée au point x qui force appliquée vers le bas est égale en module a

F(x,t) = Tsin(8)/y~ Ttan(8)/, = 2=/ (5-3)

Pour la force au point x+A4x qui vers le haut
Ju

F(X + Ax, t) = TSin(H)/x+sz Ttan(e)/x+zlx = a/aﬁAx (5'4)
La somme de ces forces dans la direction y est donc :
_[ou ou 0%u 5-5
R= a/x+Ax_a/x] :TﬁAx ( )
Nous pouvons appliquer maintenant la deuxiéme loi de Newton :
9%u
R = Amﬁ
0°u Tazu (5-6)
Koz = ' ax2
Sion définitV = \/% son dimension d’une vitesse
0*u 1 0%u (5-7)

dx2 V2ot2
On appelle cette équation 1’équation d’onde de la corde, Cette équation est ’équation de
d’Alembert a une dimension.

5.3 Impédance caractéristique

Si nous supposons notre onde une onde progressive harmonique nous pouvons définir par
u(x,t) = Ugcos(wt — kx) (5-8)
Avec représentation complexe
u(x, t) = Uyel(@t=kx) (5-9)

Ouk = % = 277{ module de vecteur d’onde, A la longueur d’onde

Nous définissons la force en un point la projection selon (Oy) de la force exercée en ce

point par la partie gauche de la corde sur la partie droite :

— _pou
F=-T2 (5-10)

F(x,t) = jkTUye/(@t=kx) (5-11)

La vitesse de particules s’écrit :
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Ju .
ulx,t) = a = ijOeJ(wt—kx)

Nous remarquons que la vitesse

1 (x, t) en phase avec la force F

On appelle impédance en un point le rapport de la I’amplitude complexe de la force a
I’amplitude complexe de la vitesse de particule

F,
Z(x) ==
Uy

Dans le cas d’une onde progressive, on obtient :

Z(x) =uv = \/ﬁ
La quantité \/ﬁ définit I’'impédance caractéristique de la corde
Ze=pV = \/:“—T (5-12)
Nous obtenons une propriété de 1’onde progressive plane
Z(x) =Z; Vx

5.4 Ondes stationnaires

5.4.1 Définition

Une onde stationnaire est représentée, en notation réelle, sous la forme du produit d’une
fonction de I’espace et d’une fonction du temps :

y(x,t) = F(x) X G(t) (5-13)

5.4.2 Solution stationnaire de I’équation de I’Alembert
Soit la solution de 1’équation d’Alembert :
y(x,t) = F(x) X G(t)

0%y(x,t) 1 9%y(x,t)
Vx,Vt, 0= - —
* axz  VZ  ot?

.. 1 ,
= GOF (0) =5 F()G (©)

La solution stationnaire de 1’équation de d’Alembert s’écrit :

y(x,t) = (Csinkx + Dcoskx)cos(wt + ¢) Avec k = % (5-14)

VC? + D? : Amplitude d’onde
w : Pulsation d’onde ( rad/s)

f : fréquence
k : nombre d’onde ( k=27n)

A > longueur d’onde (M)

Dr. Bennaceur Said Page 52



CHAPITRE 05 : Ondes transversales sur une corde

V : vitesse de phase ( m/s)

T : période temporelle (wzz?")

Nous pouvons considérée 1’onde stationnaire comme superposition de deux ondes
progressives de mémé amplitudes de sens oppose.

Donc les constantes C et D sont définies par les conditions initiales et les conditions aux
limites.

Avec f.A= \/% (5-15)
To: tension
M : densité linéique
5.4.3 Réflexion et transmission
Lors du passage de ’onde mécanique incidente du milieu 1 vers le milieu 2 il existe une

onde transmise vers le milieu 2 et une onde réfléchie vers le milieu 1.

Onde incidente 1)
Onde réfléchie < Onde transmise
x: négatifs x: positifs
0 " x
Milieul: F,m Vi : Milieu2: F , 4: V2
Point de
Discontinuité

Figure 5-2: Modes de transmission et de réflexion d’une onde mécanique

Au point de discontinuité, on appligue les conditions de continuité telle que :

y:(0,t) + y.(0,t) = y,(0,t)

[ayi(x,t) n [6yr(x.t)
x=0

_ [0yext) )
0x dx ly=p B [ (5 16)

dx  lx=0

5.4.4 Types de condition aux limites pour une corde vibrante
5.4.4.1 Deux extrémités fixes
Lorsque la corde est tendue par les deux extrémités, on aura I’interférence des

ondes incidentes et les ondes réfléchies, d’ou 1’apparition des ondes stationnaires.

Dans ce cas-1a, on appligue les conditions aux bords, comme suit :
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y(0,t) = y(a,t) =0 (5-17)

¥(x,0) Mouvement transversal

‘ a
(F:u) %’C

a

La corde tendue

Figure 5.3 : Modeéle de la corde tendue
On obtient les modes propres :
Appliguons ces deux conditions a la solution y(x, t)
y(0,t) = Dcos(wt+¢9)=0—-D =0
y(L,t) = CsinkL cos(wt + ¢) = 0 - sinkL =0
kL = Pmr — avec p=0,£1,%2,.......

T
ky = P>
w, = vk, = p% \/% (5-18)

wy, est la pulsation avec laquelle oscillent toutes les parties de la corde dans un mode P
donné (k)

Pour P=0 la corde a I’équilibre

Modeliklzg —)wlzv%

MOdeZkzzzTn ﬁw2=2v%=2w1

Mode 3 : ky = > ——> w; =3v" = 2w,

Ainsi de suite ...........

Vp(x,t) = G, sinkyxcos(wyt + @)
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y(x,t) = Xpz1 Yp(x, ) (5-19)
5.4.4.2 Une extrémité fixe et I’autre libre

Supposons qu’a x=0, il existe un excitateur vertical qui applique une force sur

I’extrémité de la corde.

y A
Libre
L
x=0 Fixe

A un instant donné, la force verticale applique par la corde a travers son extrémité

sur I’excitateur est : yA T

F( corde sur excitateur) — Tsin6

ay
F( corde sur excitateur) = TcosOtand ~ T a /x=0

x=0 Fixe

Maintenant, s’il n’existe aucun excitateur en X=0, I’extrémité gauche sur libre, la

force de réaction F( corge sur excitateur) (COMposante verticale) doit étre nulle :

d
T%/xzoz 0

oy(0,t)
ax 0

Ceci est la condition pour une extrémiteé libre, on applique cette condition a

¢quation d’onde :

y(x,t) = (Csinkx + Dcoskx)cos(wt + @) (5-20)
E Libre
ay |
y(0,t) = 0, a/x=L= 0 r‘
Fixe 5
y(0,t) =0 —> D=0 L
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2/e=0 ——5 CkcoskL=0

coskL=0 —> kL:p;" p=1,357ccoe ...

Yp(x,t) = Csink,xcos(wyt + @)

. — — P
kp—pZL , wp—vkp—UZL
Mode 1: p=1
o /_::'.'r ~ - :: P - - -
ki=— W = V= ! =i/ ~
2L ZL 1 r,\ -
M=4L 0 " ': - _ -
2L
T
yi(x,t) = Clsin(ix)cos(wlt + 1)
Mode 2: p=2 | |
i S~
31T i |
K, =— w, = 3v— : ' =
2L 2L |\/ \ _-
1 : - -
4], ! ,
ho =3 0 ' L
 3m
ya(x,t) = Czsm(ﬂx)cos(wzt + ;)
E Noend
Mode 3: p=3 | :
57 /i
Ks = Z w3 = SUZ \E
4L ]
A= 0 L
Fenitres
Y 4
ys(x, t) = CgSln(ﬁX)COS(O)3t + ¢3)
~ (Pm
y(x,t) = ZS Cp sin (E x) cos(wpt + @) (5-21)
p=1,3,5..
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5.4.4.3 Deux extrémiteés libres de la corde
Nous appliquons simplement la condition
2_9

Pour x=0 et x=L

dx

y(x,t) = (Csinkx + Dcoskx)cos(wt + @)

z_z/“o: Ccos(wt + @) = 0 == C=0

z_z/m: DksinkL = 0=———=> kL=pm p =0,+1,4+2,+3 ... .....

W
M=2L MN

L

yi(x, t) = chos(% x)cos(w1t + ¢1)
A
Mode 2: p=2 2 :
o : a
k2 - wy, = 2v— \:
L L :
7\.2 == L 0 :
L
21
v, (x, t) = chos(Tx)cos(a)zt + ;)
A
Mode 3: p=3 2 Noewd
\ ‘ |
= 3m =3y~ E
ks = . w3 = 3v ” :
_ 2 !
N =2 0 t

Venires L

3w
ys(x, t) = D3cos(Tx)cos(a)3t + ¢@3)
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- P
y(x,t) = z D, cos (Tﬂ x) cos(wpt + ¢p) (5-22)

p=1

5.4.4.4 Autres types de conditions aux limites
Il existe d’autres types de conditions aux limites qu’on peut rencontrer dans les
dispositifs :

La corde est attachée a une masse qui roule verticalement dans une fente

A -
L’équationen x=0 s’écrit:
dy(0,t
my 0,6 =1 270
> X
v
La corde est attachée a un ressort de raideur k
Dans ce cas
dy(0,t
ky(0,£) = T%

x=0
La corde est attachée a un amortisseur de coefficient S

Dans ce cas y

. _-0y(0,1)

=
Iﬁ

5.5 Partie expérimentale

Le premier dispositif expérimental qui illustre I’expérience de la production des ondes

stationnaires est celui de « MELDE » représenté dans la figure 5-3
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_®

Générateur . .
Ondes stationnaires

des vibrations électriques

~

Ventres Noeuds \

La polie

Une masse

Tension (T)
Figure 5-4 : Dispositif expérimental de « MELDE »

5.5.1 Expérience générale

Une corde de longueur L est placée horizontalement sur deux tiges en fer, a I’'une des
extrémités de la corde nous attachons un poids de masse M. Un vibreur fait vibrer la
corde selon une intensité variable. Nous constatons qu’il se produit un mouvement

particulier de la corde qui présente des ventres et des neeuds en différents points.

Longueur de la corde

- -
- L

: 1 Fuseau . Noeud
R L

Vibreur Ventres

. : Tension réglable
Fréquence réglable

Figure 5-4: Expérience de la corde tendue

5.5.2 Energie emmagasinée sur une corde vibrante

Il faut noter pour des ondes stationnaires. Il n’y a pas de phénoméne de propagation, ni de
la matiére ni de I’énergie :

Néanmoins, ces calculs nous serons trés utiles lors de I’étude des phénomenes de
propagation.

5.5.3 Energie cinétique

L’énergie cinétique d’un élément infinitésimal de la corde est donnée par :

_ 1 ay 2
dE; = pds (2) (5-23)

ds =\/dx? +dy? = dx ’1 + (z—z)z
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Pour de faibles déviations de la corde de sa position d’équilibre, on peut négliger le terme

2
(6_y) devant le 1 et écrire ds =~ dx.
ox

1 ay\°
dE. = E,udx (_y)

at (5-24)
On définit la densité d’énergie cinétique
dE. 1 /0y\°
€=, M (E) (5-25)

5.5.4 Energie potentielle

L’énergie potentielle est égale au travail nécessaire pour ¢&tirer une partie

infinitésimale de la corde de longueur dx, pour quelle devenue d’une longueur ds.

F
dW =T(ds + dy)

d5=m=dx/1+(g_§)2

En faisant 1’approximation :

<

() =143 N o
On se trouve donc avec
dE, = 3Tdx (g—z)z (5-26)
On définit la densité d’énergie potentielle :
o233 &2

Donc la densité d’énergie totale :

Pour obtenir 1’énergie totale emmagasinée dans une corde vibrante de longueur L, on
calcule

e(x,t) = ec(x,t) +ep(x,t) = %lﬂ (‘;_3;)2 T (g_z)zl

(5-28)
L

E; = f e(x,t)
0
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Exercices

Exercice 01 :

Une corde AB horizontale, de masse m et de longueur L=2m , est tendue avec une
tension T réglable. La corde est reliée a son extrémité A d’abscisse Xx=0 par un ressort de
raideur K dont I’extrémité C est reliée a un vibreur. Celui-ci communique au ressort un
mouvement sinusoidal transversal d’amplitude Sp=1cm et de pulsation ®=100x rad/s :
S(t)=so e’

L’autre extrémité B d’abscisse x=L de la corde est reliée a un amortisseur de coefficient
de frottement visqueux a =0.2 N.s.m™ . Des guides parfaitement glissants n’autorisent
que les mouvements transverses des points A, B et C. Un point M d’abscisse x est repéré
a l’instant t par sa petite élongation y(x, t) . L’onde se propageant de A vers B est
progressive.

1- Pour quelle tension T, exprimée en fonction de o et , A I’onde qui se propage le long de
la corde est progressive. En déduire la vitesse de phase V de 1’onde et sa longueur d’onde
A

2- Montrer que les extrémités A et B de la corde vibrent en phase.

3- Exprimer les forces qui s’exercent au point A et écrire 1’équation différentielle du
mouvement de ce point.

4- Etablir les expressions de I’amplitude Yo et de la phase ¢ de I’¢longation, y(0,t) du
point A. En déduire I’élongation , y(X,t) d’un point quelconque de la corde. Dans quel cas
la phase ¢ est nulle ? Que vaut dans ce cas I’amplitude de vibration de chaque point de la

corde ?

Ts(tj

P

Dr. Bennaceur Said Page 61



CHAPITRE 05 : Ondes transversales sur une corde

Exercice 02 :
Deux cordes 1 et 2, de masses linéiques p; et 1y , sont soudées a la jonction O et sont
tendues horizontalement suivant 1’axe Ox avec une tension T. On choisit I’abscisse x=0 a
la jonction O des deux cordes. Soit une onde incidente de la forme :

yi(x,t) = e/ @t
Cette onde donne naissance, a la jonction O, une onde réfléchie y,(x,t)dans la région

x<0 et une transmise y;(x, t) dans la région des x>0.

1- Ecrire les expressions des y, (x, t)pour la région des x<0 et y,(x, t) pour la région des
x>0

2- Exprimer la tension instantanée en tout point transversale instantanée :

6  entout point M d’abscisse x de la corde 1(région x<0).

3- Ecrire les deux équations de continuités au niveau de la jonction O pour le
déplacement et la tension transversale.

4- En déduire les coefficients de réflexion r et de transmission t en déplacement en
fonction de ; et .

5- Application numérique : calculer r et t lorsqu’un fil d’acier (corde 1) de diamétre

d;=2 mm est relié a la jonction O a un autre fil d’acier (corde 2) de diamétre d,=1 mm.

6- Application numérigue : mémes questions, I’onde incidente venant de la droite pour

aller vers la jonction O.

Exercice 03 :

Une corde de longueur infinie, de masse linéique W , est tendue sous la tension T. La
direction de la corde au repos est paralléle a ’axe x Ox. Une masse m est fixée a 1’ origine
x=0 (figure a). On négligera le poids de la corde et celui de la masse m devant les autres
forces.On considére une onde incidente de déplacement de la forme

yi(x,t) = qzel@t-kax)
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Venant de la gauche (région x<0) et se propageant dans le sens des x croissants. Elle
donne naissance en x=0 a une onde réfléchie y,(x,t) et a une onde transmise y,(x,t).On
notera r et t les coefficients complexes de réflexion et de transmission relatifs aux
amplitudes des déplacements au point O.

1- Donner I’expression complexes de 1’onde transversale, y;(x, t) pour la région des 0
x<O0 et de 1’onde transversale, y, (x, t)pour la région des x>0.

2- Montrer que la force transversale qui s’exerce sur la masse m s’écrit :

K00 =T [(%)xzo - (%)Fo]

3- Montrer que, compte tenu de la condition de continuité du déplacement en x=0 et de
I’équation du mouvement de la masse m , les coefficients de réflexion r et de

transmission t s’écrivent :

jmw 27
4 jmw + 2Z; ¢ jmw + 2Z; avec ¢ ¢

Quelles sont les limites de ces deux coefficients lorsquem — Oet m — ?

4- Montrer que le systeme de la figure a) est équivalent au systeme de la figure b)
constitué d’une corde semi-infinie occupant la région des x<0 et fermée en O par une
impédance Z, dont on calculera 1’expression en fonction de Z. , m et ® . Donner le
coefficient de réflexion r en fonction de I’'impédance réduiteZ) = Z,/Z.

5- Calculer I’'impédance mécanique ramenée Z(X) en tout point d’abscisse X ( X< 0) , en

fonction de Zc , Z| , k et x. Que vaut cette impédance pour les positions particuliéres

suivantes : a) x, = n% b) n, = (2n+ 1)%

Ou A est la longueur d’onde et n=0,-1,-2.........
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6- Ecrire I’onde résultante de déplacement y1(x, t) sous la forme : y;(x,t) = A(x) X
yi(x, t)

7- Déterminer les positions et I’amplitude Anmi, des nceuds de déplacement ainsi que les
positions et I’amplitude Amax des ventres de déplacement. En déduire le taux d’ondes

stationnaire défini par le rapport : p = ;@

min

7- A quelle distance se trouve le premier maximum le plus proche de la terminaison x= 0.
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CHAPITRE 6 : Ondes longitudinales dans les fluides

6.1 Introduction

L’acoustique est la science des ondes sonores dont nous pouvons percevoir une partie
avec nos oreilles. La physique des ondes sonores ne se limite pas a la propagation du son
dans I’air car on peut, avec les mémes équations, décrire les ondes sonores dans tous les
fluides, liquides ou gaz. Malgré la complexité de la description des fluides en
mouvement, 1’équation d’onde acoustique est la plus simple qui soit, tant que les
variations de pression sont petites par rapport a la pression atmosphérique. La vitesse de
propagation des fluctuations de pression, la vitesse du son, peut étre calculée a partir de
deux parameétres du fluide : sa masse volumique et sa compressibilité.

La mati¢re est classiquement divisée en trois états : 1’état solide, 1’état liquide et 1’état
gazeux. Les deux derniers états sont regroupés sous le nom de fluide. A la différence
d’un solide, un fluide ne peut conserver une forme propre : par exemple un volume d’eau
va adopter la forme du récipient et un gaz va occuper tout le volume disponible. Les
composants des fluides, atomes ou molécules, n’ont pas de positions fixes et changent
constamment de voisins.

6.2 Ondes planes dans un tuyau cylindrique

6.2.1 Equation d’ondes dans un gaz.

On définit alors, les Ondes élastiques dans les fluides comme des ondes mécaniques qui
se propagent dans les gaz ou dans les liquides.

On suppose que les fluides soient parfaits, il n’y aura pas d’absorption.

L’onde élastique dans ’air est due a la propagation de la variation de pression

Dans la suite, nous utiliserons les symboles suivants pour étudier 1’onde acoustique qui se
propage suivant I’axe des X :

X : coordonnée a I’équilibre d’une particule du milieu.

U, : composante suivant I’axe des x du déplacement de particule par rapport a la position
d’équilibre.

po - masse volumique du fluide a I’équilibre

P : pression instantanée en un point quelconque

Po : pression a 1’équilibre

p =P — Py : surpression ou pression acoustique

C : vitesse de propagation de I’onde
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Tranche d'air au repos

|

Le piston I Le Tuyau

La Zone de
Compression

On entfonce
le piston

Figure 6-1 : propagation d’une onde élastique sinusoidale plane dans 1’air
Dans un gaz, la pression est souvent de I’ordre de la pression atmosphérique, P= 10° Pa
Une vibration mécanique est véhiculée par une surpression locale: p( x,t ) telle que :
lpl < P
Sachant que les mouvements aux fréquences sonores sont trop rapides pour qu’il y ait des
échanges thermiques, les variations de pression sont donc adiabatiques et 1’évolution d’un
volume V est reliée a celle de la pression comme suit :

dp ., v _ (6-1)
p Yy T

Cc e R . N
Ouy-= C—P est le rapport des chaleurs spécifiques a pression constante et a volume
|4

constant.

On obtient la relation suivante : PV’=cte

On entend par particule, un élément de volume contenant des millions de molécules de
telle sorte qu’il puisse étre considéré comme continu, mais toutefois suffisamment petit
pour que les grandeurs acoustiques comme la pression, la masse volumique et la vitesse
de particule puissent étre considérées comme constantes dans cet élément de volume.
Dans ce qui suit, nous négligerons les effets de la gravitation de telle sorte que Py et po
sont uniformes dans tout le milieu. On suppose d’autre part que le milieu est homogene,
isotrope et parfaitement élastique, c’est-a-dire non dissipatif.

6.2.2 Ondes planes dans un tuyau cylindrique

6.2.2.1 Equation d’ondes dans un fluide

Beaucoup de problémes de bruit industriel sont liés a la propagation d’ondes sonores dans
des conduites et des tuyaux. Cette propagation est conditionnée par la longueur d’onde

acoustique A telle que :
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A=%»D (6-2)

D : Diametre de la conduite sonore

c : Célérité du son dans I’air qui est égale a 344m/s a 20°¢c

f : Fréquence de 1’onde

Soit une membrane vibrante émise une onde plane progressive dans un fluide uniforme,
de masse volumique p et de pression Py a 1’équilibre. Cette onde se propage dans la
direction x positif.

Le phénomeéne de propagation des ondes sonores dans le fluide est di principalement par
une succession de compressions et de détentes des tranches de fluide voisines.

On considére une tranche de fluide d’épaisseur dx située aux abscisses x et dx .Soient les
pressions P(x) et P(x+dx) agissant sur les plans x et dx respectivement qui génerent le

mouvement de la tranche comme le montre la figure 6-2.

Soient U( x ) et U( x+ dx ) les déplacements a I’instant t des plans d’abscisse X et X +dx

respectivement

x x+dx
P(x) P(x+dx) .
- - - ___Xx_
Section .S —» Element en équilibre

Element en mouvemient

|
x+U(x) x+dx+U(x+dx)

.
-

|
I
|
0 Direction de propagation x

Figure 6-2: Propagation d’onde acoustique dans un fluide
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En appliquant la loi de la dynamique de Newton :

dm 2L = F(x +dx) — F(x) (6-3)

atz
F(x) et F( x+ dx ) sont des forces d’actions appliquée aux plans d’abscisses X et x+dx
respectivement.

La résultante des forces s’écrit :

F(x+dx) —F(x) = —=S(P(x + dx) — P(x))

Avec:
dp
(P(x + dx) — P(x)) =dp = adx

D’ou:

J 0°U S oP 4

Moz = o™

On définit la surpression p d’un fluide compressible comme suit :

—_1lou

P= X Ox (6-4)

Ou y est appelé le coefficient de compressibilité.

En injectant la valeur de surpression a 1’équation du mouvement ; on obtient :

Sd 02U _ s d 10U p
P0Gz = 6x( Xax)x
D’ou I’équation de la propagation des ondes sonores dans le fluide s’écrit :
v _ 10 U _ 2 0% _
atz xp 9x2 A atz 4 dx2 (6 5)

Avec V = \/g est appelé la célérité de I’onde sonore dans le fluide.

6.2.2.2 Vitesse du son

Le phénomeéne de propagation étant un processus adiabatique, on définit la vitesse du son
dans un fluide :

Po
Exemple : Dans I’air, dans les conditions normales T = 20°C et Py = 105N-m_2, y=14
et po = 1.29 kg-m 3, on en déduit V ~ 330m.s ! .
» La valeur de la pression a 1’équilibre dépend fortement de la température. Pour

une mole de gaz parfait, on a:
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v = [’ (6-7)
M

M représente la masse molaire du gaz.
» Dans un gaz parfait, la vitesse de propagation du son est proportionnelle a la
racine carrée de la température mesurée en ‘K.

6.2.2.3 Impédance acoustique et impéedance caractéristique.

Une onde acoustique sinusoidale, s’écrit :

p(x,t) = pocos |w(t — )] (6-8)
On définit le module du vecteur d’onde k par
I = W
v
D’ou
p(x,t) = pycos(wt — kx) (6-9)

En notation complexe, 1’onde progressive sinusoidale s’écrit

p(x,t) = poe/ @) (6-10)
La relation liant la pression acoustique et la compressibilité, avoir
au
pxt) = —K—- (6-11)

Permet d’écriture

1
U(x,t) = —;fp(x, t)dx

1 .
U(x, t) = _Ef poe’ @k gy

_ Po ,j(wt-kx) -
U(x,t) ek (6-12)
Ux, ) = —P0_ i(wt—kx) (6-13)
JwpoV
La variation de cette derniere expression par rapport au temps permit d’écrire la vitesse
' _UGD _ Po ,j(wt-kx)
Ulx,t) === =—"e (6-14)

On constate que pour une onde progressive la vitesse de particule est en phase avec la
pression acoustique.
On appelle impédance acoustique en un point le rapport de I’amplitude complexe de la

pression a I’amplitude complexe de la vitesse de particule :
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_p
Z(x) =5 (6-15)

Dans le cas d’une onde progressive, on obtient :
Z (x) = pV (6-16)

Le produit poV définit I’'impédance acoustique caractéristique du fluide
Zc = poV (6-17)

On obtient une propriété de I’onde plane progressive :
Z(X)=2Z; VX (6-18)

6.2.2.4 Energie transportée par une onde.
» Energie cinétique :

Le déplacement d’une position du fluide d’une position du fluide comprise entre les deux
plans x et x+dx est donné par U(x)

Ax
<>

A : section du plan x+Ax

L’¢énergie cinétique de cette position lors de son déplacement est donc égale a :

1 AU (x, )\’ ]
dE¢ = = (po. A- bx) (%) (6-19)

Dans le cas ou Ax est tres petit, on peut définir I’énergie cinétique volumique ou la
densité volumique d’énergie cinétique comme

dE, 1 (aU(x, t))2 (6-20)
—_—  — —p —
Ou dV = A.Ax av 27\ ot

» Energie potentielle :

Le déplacement du fluide s’accompagne d’une petite variation du volume de la position
considérée ci-dessus sous l’effet  de la surpression. C’est comme si on vient de
comprimer un ressort en fournissant un travail, qui va étre emmagasinée dans cette
position puis dégage une fois que I’effet de compression ait cessé.
L’énergie potentielle est donc égale au travail nécessaire pour changer le volume de la
position, donc :

dW = —PdV > 0 (6-21)
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Le signe moins est présent du fait que dV est négatif (compressibilité)

Mais on a av =2 ap
P
. av
Ce qui donne dW = —P;dP
Rappelons que le « Bulk modulus » B = —Vg—s ou B =%
(x)copressibilité

Puisque le volume V de la position du fluide est égal a A.dx, on réécrit 1’expression du
travail sous forme :

dw? = A.dx2dP (6-22)
Le travail accumulé par le fluide lorsque la surpression passe de 0 a AP a partir de la

pression d’équilibre peut s’écrire sous la forme :

Po+AP
dW=A.dx—f PdP
B P,
0
24P +AP
aw = A.dx =[] ’
Bl2 Po

11 X
aw = A.deE[(PO + AP)? — Py?|

1

dW = A.dx— [(AP)? 4 2P,AP]

On sait que :
ou
AP = —B— (6-23)
Ce qui, en remplacant AP dans 1’équation ci-dessous, donne
_ 1 U\ >

AW = A.dx—[(BS2)? + 2PAP] (6-24)
Remarquons que AP, la surpression, peut prendre des valeurs positives comme sa valeur
moyenne (dans le temps et dans I’espace est nulle, et donc le terme Py,AP ne nous
renseigne pas sur le transfert d’énergie.

Dans le cas d’une onde sinusoidale :

AP = AP, cos(wt — kx)

1 T
(AP) = Tf AP, cos(wt — kx) dt =0
0

Ou encore

1 A
(AP); = Zf AP, cos(wt —kx)dx =0
0
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L’expression du travail devient donc
__Bg(oU 2
aw =2 (22)" Adx (6-25)

Ce qui est I’énergie potentielle emmagasinée dans la position de volume dV= A.dx

La densité volumique de 1’énergie potentielle de la position est :

2
o =3B _Bs (a_u) (6-26)
Poodv 2 \ox
La densité volumique de I’énergie forme :
1 (9U(x,t)\> B 0U\* (6-27)
o= ecter =300 (5 ) +3(5)

L’énergie totale sonore d’un tube de longueur L obtenue, en faisant I’intégrale :

Ec = [ e.Adx (6-28)

E, = %[A.po jo ' (aug, t))z dx + ABg JO ' (Z—Z)Z dxl (6-29)

Dans le cas d’une onde progressive sinusoidale monochromatique :

U(x,t) = Upgx cos(wt + kx)

On aura : Z—Lt’ = —wU e sin(wt * kx)
U .
Et Pl TkUparsin(wt £ kx)
E, = ’Zi[po [y 07Uz gsin?(wt & kx)dx + Bs [ k2 Ul sin®(wt + kx)dx] (6-30)

Si L est un multiple de la longueur d’onde : L=n 1= n%ﬂ

fOL sin?(wt + kx)dx  Serait égale a % d’ou

A szanax BS szanax
E. =—=|poL L

(6-31)

AL 2 2 2
E: =TUmax[p0w + Bs k ]
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La relation de dispersion d’écrit comme :

® = Dgonk (6-32)
Ce qui permet d’écrire :
OuV=AL Be = LU [po + 7] 2 (6-33)
On sait aussi que : 92, = ‘;_f)
D’ou % = %po U2, w? (6-34)

6.2.2.5 Intensité de ’onde sonore

L’intensité acoustique est la puissance transportée par les ondes sonores, par unité de
surface, mesurée perpendiculairement a la direction de ce transfert. Pour calculer cette
“intensité il faut calculer 1’énergie lorsque 1’onde traverse une surface S perpendiculaire a

la direction de propagation pendant un intervalle de temps.

t t+dt

W

>

| ———— |

1—_‘_']
WV odt

Figure 6-3 : Intensité de 1’onde acoustique

Cette énergie dE est égale a 1’énergie contenue dans un volume SV dt et elle égale a

dE = eSVdt (6-35)
. . dE
D’ou la puissance p=—=¢ SV (6-36)

On déduit I’expression de I’intensité de 1’onde acoustique

I(t) = §p (6-37)

I(t)=¢€V (6-38)
2R

I(t) = po_V cos“(wt — kx) (6-39)

On appelle intensité de 1’onde acoustique la valeur moyenne
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1 t+T

1= ;ft I(t)dt (6-40)
_ P _ P§
T 2pV | 2Z¢ (6-41)

6.2.2.6 Niveau sonore

Le domaine de fréquences accessibles a une oreille humaine s’étend environ de 20 Hz
a 20kHz. La gamme des intensités sonores accessible est tres large. Le seuil
d’audition correspond a une intensité sonore (pour une oreille moyenne a environ
1500 Hz ) I, = 10712 Watt/m?. Le seuil de douleur se situe a 1Watt/m?. Il est
donc intéressant d’utiliser une échelle logarithmique pour repérer les intensités
sonores.

Le niveau sonore est défini en décibels (dB) par
I
I, = 10712 Watt/m?.

Exemples : niveau d’un réveil électronique est 20 dB, une piéce ( salle) silencieuse
=30dB

Une rue animée =75 dB .

En titre d’expérience calculons I’amplitude de déplacement d’une onde sonore d’un
niveau sonore tres élevé :L.=120dB , de fréquence f=100Hz.

On sait que

L=10log—  I=1Watt/m?
0
D’autre part on a Iy = %ponnwzvson po = 1.29kg/m3  vg,, = 337m/s

U=J 2 =J 2x1 = 10.79nm

Pow3Uson 1.29%x(2X7x1000)%2%x337

6.2.2.7 Coefficients de réflexion et de transmission d’ondes (conditions aux limites)
Soit deux milieux fluides semi-infinis séparés par une surface plane. Choisissons un
repere orthonormé de telle sorte que le plan yOz coincide avec la surface de séparation.
Lorsque une onde acoustique provenant de —oo, se propageant dans le premier dans la
direction de I’axe des x arrive a la surface de séparation, elle donne naissance a deux
ondes.

» une onde réfléchie qui se propage dans le premier milieu dans le sens des x

décroissant.
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» une onde transmise qui se propage dans le second milieu dans le sens des x

croissant.

Onde incidente Onde transmise

—

Ty

X O
e—
Onde réflechie
P1: Vq P2 Vz
Figure 6-4 : Réflexion a une interface fluide-fluide
L’onde résultante dans le premier milieu (x < 0) est caractérisée par :
p1(x, ) = pi(x,t) + pr(x, t) (6-43)
p1(x, t) = p;ef (@70 + ppe(@t-ian)
U,(x,t) = Zi [pied@t-ki0) — ppei@t-kix) (6-44)
1
Dans le deuxieme milieu :
p2(x,t) = pr(x,t)
p2(x,t) = pre/ @k
. 1 . _
Ux(x,t) = -pre (wt=kx) (6-45)
On deduit
{ pi +pr = Pr
1 1
1+
Di (41
Ou encore | _PR_Zipr (6-47)
pi Z3 pi
Nous déduisons
e le coefficient de réflexion pour la pression.
__Pr
Rp =27 (6-48)
e le coefficient de transmission pour la pression.
T, =T (6-49)

_Pi

Les deux relations de continuité s’écrivent comme suit :
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1+RP=TP
1-Rp=2T,
Pz P (6-50)

On en déduit les coefficients de réflexion et de transmission

_Z1—2Z,

P z.+z,

(6-51)
27,

P = 7z +z,

En tenant compte des relations p; = Z; U;, pr = —Z1 Ug et pr = Z, Uy, on peut calculer
les coefficients de réflexion et de transmission pour la vitesse de particules et pour le
déplacement de particules :

Z1-Z.
Ry =Ry =7="
2Z
Ty=Ty=-"—

En tenant compte des relationsl; = p;/2Z,, Iz = p3/2Z; et, Iy = p%/2Z, , on peut
calculer les coefficients de transmission et réflexion pour intensité acoustique

Ir _ [21-22]?
aR = — = |—

I Z1+Z, (6:52)
o Ir _ 4Z:Z,
U707 2y + Zy)2

6.3  Effet Doppler
6.3.1 Historique
L’effet Doppler a été découvert en 1842 par Johann Christian Doppler (1803-1853
/Autrichien). Puis il a aussi été redécouvert 6 ans plus tard par Hippolyte Fizeau (1819-

1896/Frangais), d’ou cet effet porte aussi le nom d’effet Doppler-Fizeau.

Doppler Fizeau
Figure 6-5 : Photos Doppler et Fizeau
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6.3.2 Définition
La longueur d’onde des ondes émises par une source en mouvement dépend de 1’endroit
d’ou elles sont observées. L’effet Doppler est présent dans notre quotidien : radar, siréne
d’un camion en mouvement...Cet effet se manifeste aussi bien par les ondes sonores que
les ondes lumineuses. On suppose une source S émettant une onde dans 1’air, de longueur

d’onde A de vitesse vs. Simultanément, la source se déplace avec une vitesse v

"-{-- x.-."‘"
.--"'F-df-'-._ _-‘--HH .,
_ ' 7~
: P l."l’llr f
.
\

Figure 6-6 : Le schéma simplifie de 1’effet doppler

Lorsque la source se rapproche de 1’observateur B, les ondes émises par la source ont une
longueur d’onde A inférieure a As. Réciproquement, 1’observateur A recoit des ondes dont

la longueur A est supérieure a As.

On a ainsi, entre la fréquence de I’émission f; = % et la fréquencef = % de 1’onde
S
recue par les observateurs, les relations
e Pour I’observateur A:onaalors f < f;
Vs (6-53)
f=fxA=)
e Pour I’observateur B :onaalors f > f;
Vs ]
f=fxA+3) (6-54)

» Pour que ces relations soient cohérentes, 1’air sera supposé immobile par rapport
au sol.

» Lavitesse de la source (V) est trés inférieure a la vitesse de 1’onde (vs).
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» Pour I’observateur B, le son percu sera plus aigu, au contraire de 1’observateur A
qui aura une perception du son plus grave.
Exemple :
Soit ¢ = 340 m/s ; vitesse du vehicule Ve = 25 m/s (90 km/h) ; fréquence de la sirene
400Hz.Un observateur immobile voyant approcher un camion de pompier entendra la

sirene a une fréquence

= 400 = 431.75 ~ 432H
f=Gr=2 z

Et lorsque le camion s'éloigne ?
Le schéma ci-contre simplifie permet de répondre a la

question : Lorsque I'émetteur aura dépassé le récepteur,

les fronts d'onde ont de plus en plus de distance a
parcourir pour atteindre le récepteur. L'intervalle de

temps entre deux fronts d'onde a la réception est
maintenant supérieur a l'intervalle réel lors de ' '\*/
I'émission. Chaque front d'onde est espace du précédent A ler VT
de :

d=dftd,=cTe +V,.T, = (c+ V). T,

Le son percu par le récepteur a donc une fréquence apparente d’expression :

f= fe

c
c+V,’

ﬁ < ldonc f < f, . L’observateur per¢oit un son plus grave.
e

Reprenons notre exemple :
c =340 m/s ; Ve =25 m/s (90 km/h) ; fe =400 Hz.
L'observateur immobile voyant s'éloigner le camion, entendra la siréne a une fréquence

340
(340 + 25)

A noter que I’écart n’est pas « symétrique » : gain de 32Hz a I’approche, perte de

f X 400 = 472.6 =~ 373Hz

27 Hz a I’¢loignement.
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Exercices

Exercice 01 :

Soit I I’intensité acoustique d’une onde sonore et I’intensité de référence prise égale a
10> W/m? On appelle gz le niveau d’intensité acoustique exprimé en décibel (dB) :
lyp = 1010g11—0

1° Calculer en décibels le seuil de douleur pour 1’oreille humaine sachant que son
intensité est 10 W/m?

2° Un des haut-parleurs d’une chaine haute-fidélité (Hi-Fi) fonctionne et le niveau
d’intensité acoustique ou se trouve 1’auditeur vaut 65 dB. Quelle est I’intensité du son
percu ?

3° Les deux haut-parleurs fonctionnent. Le seuil de douleur est-il atteint ? Quel est le
niveau acoustique pour 1’auditeur.

Exercice 02 :

1° Chez I’homme, I’amplitude de pression maximale tolérable par ’oreille (seuil de
douleur) est p,, = 28Pa . Quelle est ’amplitude de déplacement u,,d’une telle onde
sonore dans I’air a la fréquence = 1000 Hz . Calculer son intensité acoustique.

2° Mémes questions si I’amplitude de pression minimale tolérable par I’oreille humaine

seuil d’audibilité) estp,, = 2.8.107>Pa a la méme fréquence.
Pm q

Kg

On donne pour I’air : p = 1.2 =

etV =340m/s .

Exercice 03 :
On définit I’'impédance acoustique spécifique d’un milieu par le rapport, en notation
complexe, de la pression acoustique sur la vitesse des particules :

P

Z = — (exprimée en Rayls)
u

1° Calculer Z pour une onde progressive plane sinusoidale se propageant vers les x

croissants. Application numérique : on donne pour I’air p = 1.21% etV =343m/s

2° Une onde incidente , se propageant dans u(x, t) = uye/(“t=%%)  se propageant dans

I’air, arrive en incidence normale sur la surface d’un solide dont I’impédance acoustique

g _ _P(Ot)
specifique en x = 0 vaut Z, = 20D
a) Calculer, en un point d’abscisse x(x < 0) , I'impédance ramenée Z(x) = zgg

en fonctionde p,V,Z, et tan(kx) .
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b) Quelle est la valeur de I’impédance Z(—A1/4) ramenée au point x = —1/4
Etudier les cas particuliers Z, = o ;Z, = pV ;Z, = jX (ou X est unréel positif) et
donner pour chacune de ces impédances p(—1/4,t) et u(—41/4,t)

c) Mémes questions pour x = —1/2
Exercice 04 : (effet Doppler) principe du Radar
Considérons une source sonore, immobile, de fréquence f. Considérons maintenant un
objet s'approchant de la source sonore a la vitesse v. Au méme endroit que la source
sonore, un récepteur sonore capte le son de la source sonore réfléchi par 1’objet en
mouvement. On constate que la fréquence f ' du son recu a une fréquence différente du
son émis f.
1. De quel phénomene s'agit-il ?
2. On remarque également que f * est supérieure a f. Pourquoi ?
Nous allons maintenant établir la relation mathématique liant f" et f :
On note T la période de la source sonore et 7’ la période du son recgu.
Considérons le son émis par la source a I’instant t = 0.
Le son se propage et atteint I’objet : on note d la distance qui sépare la source sonore et
I'objet a ce moment.
3. Quelle durée (t) met le son émis a I'instant t = 0 pour aller jusqu'a I'objet et revenir ?
4. Quelle durée (1) met le son émis a l'instant t = T pour aller jusqu'a I'objet et revenir ?
5. Quelle est larelationentre t, 7, Tet T* ?
6. En déduire que :

Vv : vitesse de 1’objet

c
c=2V

. . 1
C : vitesse du son dans I’air f'= flw =f
c
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CHAPITRE 07 : Ondes élastiques dans les solides

7.1 Introduction
On définit une propagation d’onde dans un milieu matériel comme étant une perturbation
évolutive du milieu sous I’action d’une excitation. Puisque le milieu est constitué de
plusieurs particules en interaction entre elles, les forces internes sont responsables du
déplacement de la perturbation. Cette propagation dépend des propriétés physiques du
milieu ou I’onde se propage.

7.2 Définition et propriétés élastiques d’un solide
Les solides sont des milieux matériels organisés et ordonnés .Les mouvements de chaque
¢lément d’un solide sont fortement corrélés a ces voisins.
Les milieux solides ont toujours une élasticité qui rend possible la propagation des
déformations produites par une force extérieure. Les caractéristiques des ondes observées
dépendent du milieu ; ces ondes peuvent étre longitudinales ou transverses, la célérité
dépend de la densité et des coefficients d’¢élasticité.
Considérons le cas de la compression et des ondes longitudinales. Les déformations dans
les milieux solides dues aux vibrations et aux ondes qui en résultent peuvent étre
analysées en partant de leurs propriétés d’élasticité, décrites en particulier par la loi de
Hooke qui s’écrit :
c=EXe¢ (7-1)
o : La contrainte appliquée (la force appliquée par unité de surface N/m?( ou pa)

¢ . La déformation élastique (1I’allongement relatif suivant la direction d’application de la
force).
E : le module d’Young (Pa)

Déform ation
plastique

T Odéformnation !

&lastique :
otiam —— . 2 e
Coctiainte ' d'élasticite

1]

1]

'

L]

'

1]

'

'

1

L]

'

'

'

'

Delor mation e

Figure 7-1 : Courbe Contrainte-déformation dans un solide
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7.3 Equation d’onde dans un barreau solide
Soit un barreau solide continu, isotrope et homogéne de masse volumique p de
faible section S avec un module d’¢lasticité E. le barreau est soumis a une force de
traction qui exerce normalement a sa section droite sa direction est confondue avec
I’axe (0X). Ce barreau est le siége d’une onde longitudinale qui est décrite par la
fonction suivante :
u(x,t) = u(x, t)e, (7-2)

Les mouvements sont de faibles amplitudes, nous donnent des déformations élastiques

Section §

\ x x+dy Elément en équilibre
Fx) F(x + dx)
___________ -
x
i i
u(x)} u(x + dx}
i i
E Elément en mouvement
Fix) Fix + dx)
_______ ——

X

x +Iu{.z] x+d:-;- u(x + dx)
Figure 7-2 : Propagation d’un déplacement longitudinal dans un barreau solide

Parmi les hypothéses, on considére un élément du barreau de longueur dx a 1’équilibre, de
masse dm=pSdx de longueur dx en étirement.
En applique la relation fondamentale de la dynamique sur cet élément, les forces exercées
sont :

> La force exercée sur la section droite F(x + dx)

> La force exercée sur la section gauche —F (x)
YF=dmxa, (7-3)

Pour le mouvement longitudinal :

2

> °u >
d = (pSdx) a—tij 8, (7-4)
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Par la projection sur 1’axe ( 0X) :
F(x+dx) —F(x,t) = dex Btz (7-5)
dx et infinitésimal, on peut ainsi utiliser le développement de Taylor au premier ordre :

0F (x)
™ dx dex atz (7-6)

La force de traction appliquée sur 1’élément du barreau fait apparaitre une déformation
élastique ¢ qui verifie la loi de Hooke :

ngxe (7-7)

0(SEe) 0%u
I dx = pSdx — 32

(7-8)

Un modeéle simplifié permet d’exprimer la déformation élastique en fonction du
déplacement longitudinal.

Lors de I’étirement, le petit élément dx se trouve a la fois déplacé et déformé :
dx' = dx + [u(x + dx) — u(x)] (7-9)
Le développement de Taylor au premier ordre permet d’écrire :

au(x) dx

u(x +dx) = ulx) + —= (7-10)
du(x)  dx'-dx _
= ¢ (7-11)
€ Est allongement relatif de segment dx
En remplagant (7-5) dans (7-8), on obtient I’équation de propagation d’une onde
longitudinale dans un barreau solide :
(7-12)

ou?(x,t) _ Eauz(x,t)

=0
at2 p 0x2

Cette équation est 1’équation de d’Alembert a une dimension d’une onde élastique dans

un solide.

E
c= |-
p (7-13)

Est la vitesse de propagation de cette onde, elle dépend des caractéristiques

macroscopiques du barreau.

7.4 Résolution de I’équation de d’Alembert

La solution générale de 1’équation de d’Alembert unidimensionnelle s’écrit sous la
forme :
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u(x,t) = f (t - f) +g (t + f) (7-14)

f et g doivent néanmoins satisfaire les conditions auxquelles est soumis le milieu de
propagation :

> Les conditions aux limites

> Les conditions initiales

> Les conditions de continuités
7.4.1 Un barreau infini
La solution de I’équation de d’Alembert est une onde plane progressive qui se propage
vers les x croissants (ou vers les x décroissants) , lorsque le barreau est considéré infini de

longueur L > S, dans le cas des vibrations sinusoidales, la solution est de la forme :

u(x, t) = upcos(wt + kx + @) (7-15)

En notation

2(x, £) = i1, ) @EHk) (7-16)
7.4.2 Impédance mécanique
L’impédance mécanique en point est le rapport de I’amplitude complexe de la force a

I’amplitude complexe de la vitesse de particule :

ou
B —SgZ
Z(x) = E_j‘) = (7-17)

at

Alors dans le cas d’une Onde plane progressive harmonique (OPPH), on obtient :

SEK
Z() =77
La relation de dispersion :k = %
La vitesse de propagation : ¢ = %
Alors : Z(x) = S\pE =SZ; [Kg/s]

Z. =JpE = pc [N/m?] (7-18)

Z. Définit I'impédance caractéristique du barreau
7.4.3 Aspect énergétique
> Energie cinétique :
L’¢énergie cinétique dEc d’une tanche élémentaire dV=Sdx dans un barreau solide lors

de passage de 1’onde de est donné par :
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a5 = L (2 = Lpsax (%) 719

» L’énergie potentielle calculée a partir des forces qui interviennent lors du passage

de I’onde
1 1 ou\> (7-20)
= — 2 = — e
dE, = 2ESalx(s) 2Ede (ax)

Alors, dans le cas d’'une OPPH qui se propage vers les x croissants, les densités

d’énergie cinétique et potentielle s’écrivent :

_dBc _1psdx(ow\t 1 oo o0y X
€= T 2 sax (6t) =3 P umsinw(t —7) (7-21)
_dE, 1ESdx (au)z _1 0, X
% ="dr ~2Sdx \ox) 2 Feztmsme—2)
La densité d’énergie totale :
er=¢g +e = %pwzurzn(l —cos2w(t — %) (7-22)
La densité d’énergie moyenne :
_ 11 221 _ _x
(er) = 7)o 3P0 U (1 = cos2w(t —)dt (7-23)
1 2.2
(er) = 3p0us,
La puissance instantanée recue au plan x :
= o oJu\ (odu
p(x,t) =F. V = —SE (&) (E) (7-24)
w? x x
p(x,t) = SE?urznsinzw (t — E) = pw?cudsin®w(t — E)
La puissance moyenne de I’ordre est :
1 (T r .,
p)=7 f p(x, )dt = - pwc upS (7-25)
0

0 =(p) = (er) Sc
@ est le flux d’énergie qui traverse la surface S perpendiculaire a la direction de
propagation

L’intensité de I’onde est définit par la puissance moyenne par unité de surface :

1= __ eV Watt/m?] (7-26)
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Exercices

Exercice 01 :
Soit U une onde mécanique longitudinale se propageant suivant 1’axe Ox dans un barreau
cylindrique homogéne indéformable de masse volumique p, de module de
Young E de longueur | et de section droite S.

1. Ecrire I’équation de propagation d’ Alembert.

2. Déterminer la solution U(x, t) de I’onde.

3. Déterminer I’impédance mécanique Z(x) a la position x. En déduire I’'impédance

caractéristique du milieu Zc.

Exercice 02 :
Un barreau cylindrique d’aluminium, de masse volumique p de longueur | et de section

droite)’, subit un allongement relatif :
Al
EY
Sous ’effet d’une force F d’étirement dans le sens de 1’axe Ox du barreau ; la constante E

est le module d’Young du métal. On négligera les variations de la section du barreau.

Lors du passage d’une onde acoustique, 1’élément de barreau compris entre les plans de

section voisins d’abscisses X,x * dx se déplacent respectivement de s (x,t) et s(x+dx,t) &

I’instant t par rapport a leur position d’équilibre ;
» Montrer que 1’élongation S(X,t) obéit a une équation de propagation d’ondes.
» Calculer la céléerite V de ces ondes dans le barreau d’aluminium pour lequel
p=2700kg/m® et E=7.10" Pa

Soit une onde plane progressive acoustique d’amplitude ay :
(x,) (c-3)
s(x,t) = agcos |t ——=
0 v
» Calculer dans ce cas la variation relative maximale 6,4, de volume de 1’¢1ément
de barreau ( x, x +dx ) entre les instants O et t ;
» La tension T(x, t) du barreau au niveau de sa section droite d’abscisse X,
I’instant t.
Le barreau de longueur I, fixé & une de ses extrémités O, est libre a 1’autre extrémité A.

On cherche la solution de I’équation de propagation de 1’onde sous la forme :

s(x, t) = g(x)sinwt
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> Déterminer la fonction g(x), on notera a I’amplitude de cette fonction spatiale. On
prend comme conditions aux limites :
s(x=0,t) =0 et Z—i(x =Lt)=0
Déterminer les fréquences propres du barreau en fonction de E, I, p et d’un entier N.
Dans les conditions ou le son le plus grave a une frequence fo=2KHz,
Déterminer :
» Lalongueur I= OA du barreau cylindrique.
> L’énergie cinétique moyenne E.(t) de ce barreau en fonction de sa masse M et
de la vitesse maximale Vpax d’un élément du barreau.
Exercice 03
On se propose d’étudier la propagation d’une onde transversale a la surface S d’une
membrane tendue. On considére une membrane rectangulaire dans 1’espace plan Oxyz et
dont les axes sont Ox,0y,0z . Soit un élément ds dont les cotes sont soumises a des
tensions linéaires t , comme le montre la figure ... comme suit :
» Etablir I’équation de propagation de I’onde sachant que la membrane a une masse
surfacique o.
» Trouver les solutions de 1’équation différentielle par la méthode des séparations
des variables.

» En déduire la forme de la solution générale de I’équation de propagation.

v &

I -
\ Membrane carrée |

R J

x x+dx
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