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Introduction

Ce polycopié est destiné aux étudiants de troisieme semestre master analyse mathématiques. Le
contenu de ce polycopié regroupe le programme enseigné (Analyse sur les variétés) de master analyse
mathématiques. Il est rédigé sous forme de cours détaillés . Il est présenté avec un style trés simple qui

permet aux étudiants une compréhension trés rapide.

De nombreux ouvrages fondant cet axe, parfois trés opulents et fournis, existent. Néanmoins dans le
présent travail, on a cherché, en prenant en ligne de compte les réserves impérativement imposées par
un volume horaire souvent pas trés suffisant, & pourvoir I’étudiant d’un support pédagogique répondant
aux exigences du programme en vigueur. Ce manuscrit a la particularité de dégager les points essentiels
qui permettent d’orienter le travail personnel de I’étudiant. I est structuré en trois chapitres; chacun
comporte un cours contenant les définitions, propriétés et théorémes dont les preuves simples sont laissées
a titre d’application au soin de I'étudiant. On y trouve aussi des exemples illustratifs, des remarques
pertinentes ainsi qu’'une série d’exercices résolus defacon détaillée visant 1’assimilation du cours et
I’acquisition des techniques. Dans ce contexte, nous conseillons I'étudiant d’essayer de résoudre avant de
regarder la solution. On y trouvera aussi des exereices sans solutions proposés dans le but de stimuler
I’étudiant a fournir un effort personnel. Ceci. étant il pourra faire son auto évaluation voire deviner le
type de question auxquelles il devrait s’attendre lors des contoéles et examens.

Ce polycopié n’a pas été con¢u pour exempter les étudiants de leurs cours, il est loin d’étre exhaustif, on
y trouvera certainement des imperfections; par conséquent nous serons trés attentifs a toute suggestions
suceptibles d’apporter amélioration.

Objectifs :

Ce polycopié se départage en quatre parties : Fibré tangent, Formes différentielles, Intégration des

formes, Champs de vecteurs.
L’objectif de la premiére partie partie du cours sera 1’étude des Variété différentiable, Application
différentiable, on étudie la notion du fibré vectoriel, on définit les structures géométrique du fibré vec-

toriel telles que les sections différentiables .

L’objectif de la deuxiéme partie du cours sera I'étude les formes différentielles, la métrique Rieman-

nienne, la connexion linéaire et le tenseur de courbure. Comme exemple important du fibré vectoriel on
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examine en détail dans ce chapitre la structure du fibré inverse.

L’objectif de la troisiéme partie est d’introduire la notion de I'intégrale curviligne ainsi que la formule
de Green-Riemann pour les formes différentielles de degré 0, de degré 1,2 et 3. Le chapitre est illustré

par le Théoréme de divergence.

L’objectif de la quatriéme partie est consacré a I’étude des champs de vecteurs et comment appliquer
la formule de Green-Riemann dans le language des champs de vecteurs. Dans ce chapitre, on caractérise
le flux d’un champ de vecteurs ainsi que la formule de Stockes-Ampére et la formule de Ostrogradski-

Gauss.
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1 Fibré tangent, Fibré vectoriel

1.1 Variété différentiable

1.1.1 Variété différentiable

(Définition 1)

M est une variété topologique si :
1) M est un espace topologique séparé .

2) Pour tout p € M il existe un ouvert U de M contenant p, est un homéomorphisme.

p:U—WCR"

ou W est un ouvert de R"

Nous dirons que n est la dimension de M. Le couple (U, ¢) est une carte locale.

(Définition 2)

Un homéomorphisme est une application continue et inversible dont I'inverse est continue .

[Déﬁnition 3]

On dit que f : M — N est un diffeomorphisme de classe C* si f et f~! sont de classe C* .

(Définition 4 )

Une carte de dimension n sur V' est un couple (U, ¢) formé de
1. un ouvert U C V.
2. un homéomorphisme ¢ : U — ¢(U) C R™.

L’ouvert U est le domaine de la carte. Pour p € U, é(p) = (z'(p),...,z"(p)) € R" : ¢ est ce
que l'on appelle une fonction coordonnées. Un point de V' peut appartenir & deux domaines

différents correspondant a deux cartes (U, ¢) et (w, V).
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[Déﬁnition 5}

Deux cartes (Ui, ¢;),(U;, ¢;) sont dit compatibles si I'une des deux conditions suivantes est

vérifie :
L UNU; #0

2. 'application de changement de cartes

est un difféomorphisme de classe C'*°.

[Déﬁnition 6}

Un atlas A = {(U;, ;i) }ier de M est une famille de cartes telle que
1. M=, U.
2. Toutes les cartes ont méme dimension n.

3. Toutes les cartes sont compatible entre eux.

(Définition 7

Une structure différentiable de dimension n sur V' est une classe d’équivalence d’atlas de

dimension n de V .

(Définition 8]

M est une variété différentiablede classe C” (r > 1) si M est une variété topologique. et

touts les cartes sont compatibles .

1.1.2 Exemples des variétés différentiables

1. L’espace R" : R" est une variété différentiable de dimension n pour ’atlas & une seule carte
(R™,id)
2. L’espace R : Tout espace vectoriel £ de dimension finie (dim(E) < 0o0) est une variété différen-

tiable . 1) : E — R définit un atlas (F,1).De méme tout ouvert U < E de 'espace vectoriel est

également une variété, l'atlas étant (U, 1)) .
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3. Les projection stéréographiques : La sphére standard S™ est 1’ensemble
s"={U eR"/|U| =1}

En tant que sous-ensemble de R"*!  elle est muni de la topologie induit par celle de R™*! : c’est
la topologie dont les ouverts sont de la forme U = Q(S", ot 2 un ouvert de R"™!.On obtenir un

atlas différentiable, nous considérons les projections stéréographiques
YN - UN = Sn\{N} — Rn,(ps : US = Sn\{S} — R"

de centre N = (0,...0,1) et S(0,...,0,—1) respectivement. Ces projections sont illustrées la figure
suivante ou l'espace R™ est identifier avec I'ensemble {z = (z1,...,x,41) € R"™N\z,,1 = 0}.Les
equations pour x = pn(u) et y = (ps(u) sont (1)

Uy Uy
T, = Yi =
1+ Un+1 ’

= , 1=1,...,n
1— Unp—1
Les application ¢y : Uy — R" et pg : Us — R"™ sont des homéomorphismes pour u = ¢}y («)

et u=¢g'(y) on a
N e S 7]

Uppl = 75— = — 15—
TP+ [lyl2+1

2x; 2y; 1
=1,...,n

U; = = , 1
lzl>+1 Jyl*+1
(Utilise que 1 — w2, = uf + ... + u2 = (7 + ... + 22)(1 — u,11)?).Les application de changement

de cartes sont données par

_ 1 _ 1 .
pg o SONI(I) = W%@N o 8051(9) = w%x,y € R"\{0}

'atlas A formé par les deux cartes (pn, Un) et (pg,Us) est donc différentiable.

4. Variété produit M x N :
Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m et n et d’atlas (Us, ¢a) ,(Vi,s)
respectivement. Alors ’espace produit M x N est une variété de dimension m +n dont la structure

différentiable est définie par l’atlas formé de toutes les cartes de la forme U, X Vj, 9ot ;ou (¢, X

Vo) (P, q) = (¢a(p), ¥s(q)) € R™™.
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z = pn(z)

o

FIGURE 1.1: Projection stéréographiques

oy =ps(z)

1.1.3 Application différentiable

~{Définition 9]

Une application f : X — Y entre deux variétés est différentiable si pour tout x dans X il
existe des cartes ¢ : U — R" et ¢ : V' — RP autour de z et f(x) respectivement telles que

Yo fop ! est differentiable . On dit que :
F=vofopl:pU)ecR"— (V)cRP

est application lue dans les cartes (U, ¢) et (V, ).

- <)o

FIGURE 1.2: Applications différentiables
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[Propriétés 1 ]

- Toute application différentiable est continue.

(Car sur tout ouvert de carte U on a Fly =% to (¢po Fod1)od).

- Soit |J;c; un recouvrement ouvert de M. Alors f est différentiable si et seulement si chaque

restriction F|U; , i € U, lest

- La composition d’applications différentiables est différentiable. En effet, soient f : M —
M,G:M — M etGof:M— M.
Alors, dans des cartes de M, M etM", ¢ o (Gof)op™ = (¢ 0cGoyp No(p ofop™)

1.2 Espace tangante et Cotangent :

1.2.1 Vecteurs tangents

Dans une variété : Considérons maintenant une variété différentielle M et un point p de M. On

s'intéresse aux courbes dans M qui sont différentiables et qui passent par p
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[Déﬁnition 1 J

Deux courbes ¢; et ¢y sont tangentes au point p si ¢1(0) = ¢2(0) = p et s’il existe une carte

locale (U, ¢) telle que p € U et

Lpoe)(0) = $(poa)(0)

La définition est indépendante de la carte choisie. En effet si (V1)) est une autre carte autour

de p,on a :

d d

Z(Woa)(0) = ZWoy o (poc)0)

= Doy o H(poa)(0)

=D(@op o %(90 0¢2)(0) = %W © c2)(0)

On définit ainsi une relation d’équivalence (c’est-a-dire une relation qui est transitive, symé-
trique et réflexive) sur 'ensemble des courbes passant par p :c; ~ ¢ si elles sont tangentes en

p .

[Déﬁnition 2 j

Un vecteur tangent & M en p est une classe d’équivalence de courbes tangentes en p. L’espace

tangent a M en p, noté T,M ,est 'ensemble des vecteurs tangents a M en p.

1. Dans R™ il est clair que deux courbes ci,co sont tangentes au point x des que

¢1(0) = é2(0)

1l y a donc un isomorphisme canonique entre l’ensemble des classes de courbes tangentes T,R™ et [’en-
semble des directions ¢(0). Ce qui est propre a R™ c’est que cet isomorphisme ne dépend pas du pointz.
On peut montrer que T,M est un espace vectoriel en utilisant une carte. La structure vectorielle n’appa-
rait cependant pas clairement. De plus la définition de T, M fait intervenir un espace trés gros, l’ensemble
des courbes passant par p , qui n’est pas aisé a manipuler.

Nous allons voir maintenant qu’on peut donner une autre définition équivalente des vecteurs tangents

qui résoudra ces difficultés.
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[Déﬁnition 3]

Dérivation :
On note C*(M) = {f : M — R}, ou f de classe C.

Une dérivation en p est une application linéaire
D, :CX(M)—R

qui vérifie la régle de Leibniz . Autrement dit , D, est une dérivation si pour touts réel a et

S et toute fonction f et § dans Co°(M) on a :
- Dy(af + B3) = af + 8§ (linéarité)
- Dy(f-§ = g(x)Dy(f) + f(x)D,§ Leibniz

ou f et g sont les classes d’équivalence de f et g

1.2.2 Espace tangent

(Définition 4

L’espace tangent en p a M , T, M est I'espace vectoriel des dérivation sur C;o(M )

Une base de ’espace tangent :

Puisqu’on a un espace vectoriel il est utile d’en trouver une base.
soient (z!,...,2™) des coordonnées au voisinage de p. Une base de T, M est donnée par les n dérivations

9 pour 1 < i < n dont les courbes associées sont les 7; définies par

Jz'(p)
Pu(t) =0 pour  j#i

ply(t) =t

En particulier la dimension de 7, M en tant qu’espace vectoriel est la dimension deM en tant que variété.
Donc tout vecteur X, € T,,M s’écrit X, = Xi(p)aXLi(p) ot les X*(p) sont des réels .
Cette écriture a 'avantage de suggérer que X (p) est un vecteur puisqu’il a n composantes (X*(p), ..., X"(p)

que c’est aussi une dérivation. De plus, si la courbe 7 définit ce vecteur, avec bien str v(0) = p alors on
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X = 1 =0

On utilise cette relation qu’on écrit v(0) = X(p) .
On considere I'effet d’un changement de coordonnées sur les n nombres X*(p) si on passe les coordonnées

(z%) aux coordonnées (y’(z*)) alors si :

[Proposition 1 ]

L’espace Tangent T, M est un espace vectoriel de dimension n et '’ensemble {%M =1,...,n}

forme une base de 7T, M en coordonnées locales .

2. soit v : I — S™ une courbe sur la sphere unité dans R™ tel que v(0) = p et 4(0) = X.

La courbe satisfait a (y(t),y(t)) =1, alors :

(7(8),7(8)) + ((2),7(2)) = 0

donc (p, X) =0, c’est-a dire tout vecteur tangent X € T,S™ est orthogonal a p . D’autre part , si X # 0
tel que (p,x) =0, alors v: R — S™ avec

X
vt — cos(t|X|).p+sin(t|X]).—

X

est une courbe sur S™ avec y(0) = p et ¥(0) = x . Par conséquent :

T,5" = {X € R™/(p,z) = 0}
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1.2.3 Espace cotangent

(Définition 5

une forme (ou covecteur) en p € M est une forme linéaire sur 7, M , c’est-a-dire une application

linéaire :

wy: T,M — R
Xp = wp(Xp)

On note wy(X,) = (wp, X;) le crochet étant ici le crochet de dualité.

(Définition 6 )

L’espace cotangent a M en p , not¢ T M est I'espace vectoriel des formes en p. Clest

espace vectoriel dual de T,M ( C’est-a-dire Ty M = (T,M)*)

3. Soit g : M — R une fonction différentiable sur M. Alors, en identifiant T;R avec R, la

différentielle de g enp, dgp : T,M — R , peut etre vue .comme une 1-forme.

Cet exemple justifie les notations ci-dessous en coordonnées. Rappelons d’abord que, si eq,...,e, est la

base d’un espace vectoriel V| il existe une uniquerbase duale €3, ...,el, du dual V* telle que €*(e;) = &;j

Considérons maintenant des coordonnées-lacdles p = (z',...,x") en p et dxjJ : T,M — R la différentielle

de la i-¢me coordonnées (on identifiec de nouveau TR avec R ). Par définition dx)(X,) = X,.a* . En

particulier, pour tout couple 1,7 :

0 .0 ox’
(dz!

> %h}) = x;(%b) = %b = 035

Ainsi dxll,, .., dxyy est une base de Ty M duale de la base 51|, ..., 50w |p de TyM .

Dans cette base, toute forme de T;M s’écrit :

»)

n
_ i N _ )
Wy = E wid,, ot w; = Wp(z
i=1

a .0
puisque : wp(% ) = jzle(dxi), %m de meme tout vecteur de T,M

p

L. . .
X, = E X‘%]p tel que X' = dx,(X,). Les formules de changement de coordonnées pour les
i=1
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1-formes s’obtiennent comme les formules matricielles pour les vecteurs tangents :

yl Xl
- 31’ . ..
7<y(_a:)|w(p)> : 1<i,j<sn

oxJ

yn X?’L

On choisit des coordonnées locales p = (x!, ..., a™) et = (y',...,y") et on note porp™t = (z(y), ..., x"(y))
Vapplication ¢ lue dans la carte ¢ .Soit wy, une 1-forme wy, ..., w, ses coordonnées dans la base de T M

associée

Une base de ’espace cotangent :

Localement, au dessus d’'un ouvert U d’une carte locale (U, ¢), {xﬁ(p)} est une base de T, M pour tout
p € U . On note {dac‘ip} sa base duale. Cette écriture se justifie en effet par la définition de la différen-
tielle, puisque les 2 sontn fonctions définies localement sur M et puisqu’on a par définition méme de la
différentielle

Alors dans cette base ,

afp = 21

o (P)daip

1.2.4 Application tangente et cotangente :

Soit ¢ une application de classe C! définie au voisinage d’un point p d'une variété M a valeurs dans

une variété N .
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[Déﬁnition 7]

On définit une unique application linéaire, appelée application tangente a ¢ et notée T,¢

définie de T, M & valeurs dans Ty, N , vérifiant

d¢(p)f o Ty = dp(f ° )

pour toute fonction f € C*(N)

De méme, on définit une unique application linéaire, appelée application cotangente & ¢ et

notée T, ¢ définie de T7(p)N a valeurs dans Ty M , vérifiant :

T ¢(dgpyd = dp(f o ¢)

L’application cotangent est la transposée de la tangente.

La proposition suivante résume aussi les propriétés importantes de ’application tangente.

[Proposition 2 ]

Soient ¢ ety deux applications différentiables.
i) On a T,(¢ o) = Ty ¢T,¢
ii) Si c est une courbe, alors Tey)P(c(to)) = (¢ o ¢)(to)

iii) Soit X = (x!,...,2™) des coordonnées locales au voisinage de p. Soit Y = (y!, ..., y?) sont
des coordonnées locales au voisinage de ¢(p) . posons ¢; = y;(¢) Alors les coefficients

. . ) d¢;
de la matrice de T),¢ dans les bases associées aux coordonnées sont % .
T
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1.3 Fibrés vectoriels

[Déﬁnition 1 ]

On appelle fibré vectoriel de fibre type R*, le triplet (E, 7, M) ott E et M sont des variétés de
classe C*°, et m : E — M une application surjective de classe C'*° telles que les conditions

suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout z € M , E, = 7~ '({z}) est un R-espace vectoriel de dimension k .

2. (Condition de trivialization locale.)

Pour tout z € M , il existe un voisinage ouvert U de x dans M et un homoeomorphism

@ : 1 HU) — U x R* tels que :
i) Plop=m,
ou P : (z,y) € U x RF — x € U désigne la premiére projection.
ii) L’application ¢, = ¢, : E, — {z} X R¥ est linéaire bijective pour tout = € M.

La variété M est appelée base du fibré, E Despace total et E, = 7~ !({z}) la fibre au-dessus

de z.

4. Fibré tangent.

Sotent M une variété de classe C*°, de dimension n,
T™ = | | .M
zeM

(réunion disjointe de tous les espaces tangents a M), et

T:TM — M

vo— X (veT,M)

la projection canonique.
Le triplet (TM,m, M) est un fibré vectoriel de fibre type R™ ; En effet :
- TM est une variété C* de dimension 2n.

- Pour tout v € M, 7' ({z}) = T,M ~R"
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- Si (Vo) € atl(M, x), alors la carte de trivialization locale est définie par :

p:m N (V) — VxR"

(y,v) — (y,dy(v))

5. Fibré trivial.

Soit M est une variété C> de dimension n. on pose :

E =M x RF

T MxRF — M

(z,y) — =

(E, 7, M) est un fibré vectoriel de fibre type RF.

1.3.1 Section sur un fibré vectoriel

(Définition 2]

Une section sur un fibré vectoriel (E, 7, M) est une application,

o0 : M — FE de classe C* telle que oo = Idy;. Cest a dire o(x) € E, pour tout z € M.
Une section locale au-dessus d’un ouvert U C M de E est une application o : U — FE telle
que woo = Idy.

L’ensemble des sections d'un fibré vectoriel (E, 7w, M), noté I'(E), est un R-espace vectoriel ;
C’est également un C'*°(M)-module ; La multiplication d’une section o € I'(E) par une fonc-

tion f € C°°(M) est donnée par

(fo)(x) = f(z)o(z) x €M
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[Proposition 1 ]

Soit (E, 7, M) un fibré vectoriel de type fibre R*, si (U, ) est une carte vérifiant la condition

de trivialization locale, alors

1. pour tout 2 =1,..,k

est une section de classe C*°
2. (07, ...,07) est une base locale des sections de E

ot (ey, ..., e;) désigne la base canonique de R*.

Inversement.

Si (01, ..., 0%) est une base de sections sur E définis sur’ un ouvert U C M, alors

e URRY — 7Y U)

k
(29" Ly — Y o)
=1

est un difféomorphisme tel que (771(U), ¢) est une carte de trivialization locale.

1. Un champ de vecteurs sur une variété différentiable M, est une section du fibré tangent

associé TM.
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1.3.2 Fibré dual d’un fibré vectoriel.

[Déﬁnition 3]

Soit (B, m, M) un fibré vectoriel de fibre type R¥. Nous définissons le fibré dual de E, noté E*

par

E=JE;

zeM
™. B — M
weE, — =«
(E*,m*, M) est un fibré vectoriel de fibre type R¥.

Carte de trivialization locale

Si (U, ) est une carte sur E vérifiant la condition de trivialization locale, on pose

" (7)) N U) — UxR",

weE: — (z,w(p;'(e1)), ..,w(w;" (ex))

ott (ey, ..., ex) est la base canonique de R”.

Alors (U, ¢*) est une carte sur E* vérifiant la condition de trivialization locale.

1.3.3 Section sur un fibré vectoriel dual

(Définition 4]

Une section sur le fibré vectoriel dual (E*,7*, M) de fibre type R* est une application, w :

M — E* de classe C™ telle que 7% ow = Idy (c’est a dire w(x) € EX pour tout « € M).

1. Une section w sur le fibré vectoriel dual (E*,7*, M) est de classe C™ si et seulement

si pour toute carte (U, ) vérifiant la condition de trivialization locale sur E; On a

w(oy), ...,w(og) € C(U).
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De la remarque (1.1.1) on déduit la proposition suivante :

[Proposition 2 ]

Toute section w € I'(E*) sur le fibré vectoriel dual (E*, 7*, M) définie une application C'*(M)-

linéaire

w:I(E) — C*°(M)

o — w(o)

tel que pour tout z € M, on a w(o)(z) = w,(o(z)) et reciproquement.

6. Fibré cotangent.

Soient M une variété différentiable C* de dimension n, T*M = | TXM (TryM étant le dual de

zeM ~x
Uespace tangent T, M) et

a:T"M — M

wel/M — =z

la projection canonique.

Le triplet (T*M,m, M) est un fibré vectoriel, de fibre type R™ et de carte de trivialization locale-associée

a (U,9) € atl(M) définie par :

o: ()N U) — UxR",

(yaw) — (yaw(al‘y)a'“aw(an’y))

ot (01, ...,0p) désigne la base des champs de vecteurs relative a la carte (V,1)).

(T*M,x*, M) est le fibré dual du fibré tangent (TM,n, M), appelé fibré cotangent.
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1.3.4 Produit tensoriel de fibré

~{Définition 5] .

Soient (E,7g, M) et (F, 7, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R* et R respectivement.

Nous définissons le produit tensoriel de E et F, noté £ ® F par

EQF=|JEoF,

zeM

ou, E, ( resp. F, ) la fibre au-dessus de x sur E ( resp. sur F ) et I'application 7 par

T:EQF — M

vw — v w)="7g)="rr(w)

Alors (E®F, 7w, M) est un fibré vectoriel sur M de fibre type R*! appellé fibré produit tensoriel
de (E,mg, M) et (F,mp, M).

S
N
v

Ny

'O

2
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Carte de trivialization locale

~{Définition 6]

Soient (U, ) et (V,1) deux cartes vérifiants la condition de trivialization locale sur E et F'

respectivement avec U NV # (), alors

eRY: T HUNV) — UNVxRFQR |

VOWEE,®F, — (2,0,(v) ® ths(w))
définie une carte sur £ ® F vérifiant la condition de trivialization locale, ou

S0$:PT2090 ) ¢x:]5’f'20’(/),

Pry: M xRF — RF
(x,2) — 2z
et,
Pry: NxR — R
(x,2) — =z

~ <)o
<
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1.3.5 Section sur le fibré produit tensoriel.

(Définition 7|

Soient (E,7g, M) et (F,mp, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R¥ et R' respectivement.

Une section sur le produit tensoriel £ ® F' est une application, T': M — FE ® F' de classe

C* telle que mo T = Idys (i.e T(z) € E, ® F, pour tout x € M).

Soit (U, ¢) (resp (V,1)) une carte vérifiant la condition de trivialization locale sur F(resp F')
k

de base locale de sections (o));_; (resp (a}b)ézl) :

SiT € I'(F ® F) est une section sur le produit tensoriel £ ® F' on a
T|UﬂV = TijO';p (029) O';-ZJ 9

ou T% sont des fonctions différentiables de classe C*° sur M pour tout i = 1.k et j = 1..1.

2. La définition (1.1.5) peut étre prolong€ wu produit tensoriel quelconque de fibrés :

®Ei:E1®...®En.

i=1
7. Soient M une variété différentiable, de dimension m et x € M, on note :

TEOD N — IM®..@TMRIT,M®...T; M.

T

pf}rois q—}rois

TCOM = TM®.. 9 TMRT*M® ... T*M (1.1)
p—ﬁis q—%is

TPD N — U ngpv‘Y)M

zeM

T@DN est un fibré vectoriel de fibre type R™ ™. Si TI(M) désigne Uespace des sections sur le fibrés

T@DM, on a alors :

TM) =C>(M) , TY(M)=X(M) et Tp(M)=X"(M).
Relativement & une carte (U, z') € atl(M), un champ de tenseur T € TI(M) sécrit en coordonnée locale

__ mJl--Jdq
T =T 5 ©® 5

®di! ® ... ® dx’e (1.2)
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o, 71.]11.:'_'2.1" sont des fonctions différentiables de classe C*° sur U.

La formule (1.2) nous permet d’identifier T4(M) a l’espace C>°(M )-module
{B:QTX(M) — " X(M) | C>®°(M)-q linéaire },

o, @ X (M) =X(M)® ... X(M) pour s > 1 et Q" X(M) = C>(M).

N J

TV
s—fois

1.3.6 Fibré inverse (Pull-back)

[Déﬁnition 8]

Soient M, N deux variétés différentiables, (F, 7y, N) un fibré vectoriel de fibre type R¥ sur N

et f: M — N une application de classe C*.

On pose
E, = {ZL‘} X Ff(x) = {(:E,’U) |U S Ff(x)}, reM (13)
E = |JE.
zeM
et
T FE — M (1.4)

(x,v) — =z

la projection naturelle. Alors le triplet (E,m, M) est un fibré vectoriel de fibre type R* sur M,
appellé fibré inverse (Pull — back); On le note par f~1F.

Carte de trivialization locale

3. Si (W) est une carte sur F vérifiant la condition de trivialization locale et U un

ouvert de M tel que f(U) C W, on pose

o:7 Y (U) — UxRF,

(z,v) = (2,905)(v))

(1.5)
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Alors, (U, p) est une carte sur E, vérifiant la condition de trivialization locale.

E est une variété de dimension égale a dim(M) + k.

1.3.7 Section sur un fibré inverse

r—(Déﬁnition 9)

Une section sur un fibré inverse (f~'F,m, M) est une application V : M — F de classe C*
telle que pour tout x € M, V, € Fy(,).

Si (W) est une carte sur F vérifiant la condition de trivialization locale de base locale
associés (o1, ..., 01), et U un ouvert de M tel que f(U) C W, alors toute section V € T'(f~1F)
s’ecrit

k
V|U = EVZO-Z © fa
=1

ou V' e C*(U), pour tout i =1, ..., k.

N
S/
<"
‘o
S

'O

S




2 Formes différentielles

2.1 Formes différentielles

2.1.1 Forme diférentielle de degré 1

Soit D C R™ un domaine bornée.

[Déﬁnition 1 }

Une forme diférentielle de degré 1 sur Dest une expression de la forme :
w= Z fi(z)dx;
j=1

ol les f; sont des fonctions continues deD dans R.

On supposera souvent que les fonctions f; sont réguliéres (infiniment dérivables sur D).

Ecni]

w = (22 + siny)dx + (e* — y)dy est une forme différentielle de degré 1 sur R?
w = cos(xyz)dr + (2% — y)dy + tan(zz)dz est une forme différentielle de degré 1 sur R3

2.1.2 Forme diférentielle de degré 2

[Déﬁnition 2]

Une forme diférentielle de degré 2 sur Dest une expression de la forme :

ot les fj; sont des fonctions continues deD dans R.

On supposera souvent que les fonctions fj), sont réguliéres (infiniment dérivables sur D).

Eni],

w = (x?cosy)dx A dy + (x — 2zy)dy A dz est une forme différenticlle de degré 2 sur R3
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2.1.3 Forme diférentielle de degré 3

(Définition 3]

Une forme diférentielle de degré 3 sur Dest une expression de la forme :

W= Zn: Zn: z": fije(x)dz; A dxj A dxy,

i=1 j=1 k=1

Ot les f;;r sont des fonctions continues deD dans R.

On supposera souvent que les fonctions f;;; sont réguliéres (infiniment dérivables sur D).

Exemple
10

w=dx Ady A dz est une forme différentielle de degré 3 sur R?

Remarques I 1

1-Une forme différentielle de degré 0 sur D est simplement une fonction continue

f: D — R.on supposera souvent que la fonction f-est réquliére (infiniment dérivable sur D).

2- Une forme différentielle de degré n sur D est une exprésion de la forme

w= fi, Li(x)dzy A ... Adxy,

Ou les f;,. i, sont des fonctions continues dé D dans R

2.1.4 Formes différetielles exactes

[Déﬁnition 4}

Soit w une forme différentielle de degré n de classe CF, w est dite exacte s’il existe fonction
f:U — R de classe C**! telle que
w = df

.
11. La forme différentielle w = e¥dx + (ze¥ — 2y)dy est telle exacte ?

1l suffit d’en trouver une primitive f.
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Celle-ci doit verifier % =eY et g—; = xe¥ — 2y.

En intégrant la premiére équation ,il vient f(x,y) = ze¥ + g(y). La deuziéme équation donne alors
of
ze! +¢'(y) = =— = xe? — 2
9y =5 y

donc ¢'(y) = —2y et g(y) = —y* + a puis

flz,y) =ze¢Y —y* +a,a € R

2.1.5 Formes différetielles fermées

[Déﬁnition 5]

Soit w une forme différentielle de degré n de classe C*, w est dite fermée si est selement si

dw = 0.

[Proposition 1 ]

Toute forme différentielle exacte est fermée.

Preuve .

Soit w = df = > | widx; une forme différentielle exacte est de classe C* sur U.Comme w est de classe

d’ot le resultat.

C*. f est de classe C? donc on peut appliquer le théoreme de Schwartz et 83?3; - = 83?]'23];

La réciproque est fausse. m

Exemple
1

1l existe des fonctions fermées n’est pas exvactes :

on pose w = %ﬁ/ﬁdy sur R?\{(0,0)}

sdr + 25dy = P(z,y)dr + Q(z,y)dy,w est de classe C™ et fermée sur R*\{(0,0)}

x2 +y2

s
Ainsi,w = PRy

,mais n’est pas exacte.

En effet¥(z,y) € R?\{(0,0)}

o°P  —(a*+y*+2y> yP—a®

oy @R (@)

0Q  a®+y® — 227 y? — x?
or (224922 (224 y?)?
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donc w est fermée.

Mais w n’est pas exacte car si c’était le cas ,l’intégrale de w sur le cercle unité serait nulle. Or

27-‘- . .
—sint(—sint) + costcost
o 0 cos“t +sin“t

2.1.6 Téoreme de Poincaré

Rappel :
Une partie A de R™ est dite étoilée par rapport a My € A si VM € A, le sagment [My, M| C A.

Soit U un ouvert étoilé de R™, w une forme différetielle de degré n et de classe C*(k > 1).

alors w est exacte sur U si et seulement si elle est fermée sur U.

Preuve .

Le sens direct est dija vu.

Pour l'autre.On se place dans le cas n = 2 (pour simplifier les notations).

Soit My € U de sorte que U soit étoilé par rapport a Moy(xo, yo).

Soit w: U C R? — (R?)* une forme différentielle fermé de classe C*. (z,y) — P(z,y)dx +Q(z;y)dy
Pour M € U, on pose

f(M) = /01 rP(tM + (1 —t)Mo) + yQ(tM + (1 —t)My)dt

On va montrer que f est de classe C? et que w = df. [

Exemple
13

Soit la forme différentielle
w = xyzdx \Ndy N\ dz

On a dw =0 ,est comme w définie sur R® donc elle est exacte.
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2.2 Meétrique Riemannienne

2.2.1 Meétrique Riemannienne sur un fibré vectoriel.

[Déﬁnition 1 ]

Une métrique Riemannienne g sur un fibré vectoriel (E,r, M) de fibre type R” est une appli-

cation,

g :T(E) x D(E) — C=(M),

C*°(M)-bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive.

Remarques' ‘ o ‘ _ ) _
2. Soit g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel (E, 7, M) de fibre type R¥,
pour tout V,W € T'(E), on a :
1. — g(V,W) =g(W,V). (symétrique)
- VW el(E), g(V,V)=0=V =0 (définie )
- g(V,V) >0 (positive)
— non dégénérée si le seul vecteur V' tel que g(U,V) = 0,YU € I'(E) est le vecteur nul (autrement
dit, seul le vecteur nul est orthogonal (selon g).
2. g€ T(E* @ E*)
Si (U, ) est une carte sur E vérifiant la condition de trivialization locale de base associé(oy, ..., o)

et de base dual associé¢ (o', ...,0%) , alors

k
g = Zgz’jgi@Uj,
ij=1
ot g;; sont des fonctions différentiables sur U appellé composantes du tenseur métrique relativement
d la carte (U, @) .
SiV=Vio, et W = Wjaj on a
g(V,W) = g;;V'W?

3. Pour tout x € M on a

gr - Eo x E, — R

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive, ou E, la fibre au-dessus de

Z.
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[Déﬁnition 2]

Une variété Riemannienne est un couple (M, g), ot M est une variété différentiable et g une

métrique Riemannienne sur le fibré tangent (7'M, w, M).

14. L’espace R™ muni du produit scalaire standard

n

go(v,w) = Z VW ,

i=1

00V = (V1 .er, Up) g, W= (W1, ..c,Wy,)z € T,R™ et z € R™.

15. Dans la boule

D* = {x e R*[[lz]| <1},
on consideére le tenseur gy défini par

4

gH(U,w) = Wgo(v7 w) ) U,U) E T$Rn,l’ G ]D)n .

gg est appelée la métrique hyperbolique sur D™.

16. Soit M une sous-variété differentiable de R™. Pour tout x € M, on a T,M C T,R". En

posant

g(v,wy=/'go(v,w) v,w € T, M.

on obtient la métrique Riemannienne induite par gy sur M.

4. Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n et (U, ) (resp (V,v)) une

carte de M avec les champ de bases associés 8%1, ey 8% (resp 6%1, ey %). Si gij (resp gr) désignent

les composantes de g relativement a la carte (U,p) ( resp (V ) ), alors pour tout x € (U NV), le

changement de coordonnées est donné par

B "L OyF oyt .
k=1
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pour la preuve, remarquons que pour tout i =1,...,n

0 oyt o
ort ox' Oy
k=1

[Déﬁnition 3]

Image inverse d’une métrique
Soient (NN, h) une variété Riemannienne, de dimension n, M une variété différentiable, de

dimension m, et f : M — N une immersion . Alors

F*h : T(TM) x T(TM) —s C®(M)

définie pour tout X,Y € I'(TM) et x € M par

est une métrique sur M, appelée métrique inverse

Expression locale de la métrique f*h

Soient (U, ¢) une carte de M de base associée (32, ..., 52 ) et (V,1) une carte de N de base
associée (8%1, s a@%), alors
g 0
By = fhe, 2
(F )i / (8331 83:J>

9 9
— Wl () A (55)
"9fe9ff o d

a 5 Ozt Ox’ (8y0" 8y5) °f
" ofeof?
= 5 D7 b © f)- (2.1)

a?B:]‘
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[Déﬁnition 4}

Etant donné une métrique Riemannienne g sur un fibré vectoriel (E, 7, M), on définit la

longueur ||V||, d'une section V' € I'(E) par
Vg = VgV, V)

En coordonneé locale, si (071, ...,04) est une base locale de I'(E), ¢;; = g(0y,0;) et V = Vig;

alors,

VIl = g;V*V?

[Proposition 1 }

Soit g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel (E, 7, M) de fibre type R*. L appli-

cation,

§:T(E") — T(E),

définie par,

g(fw, V) = w(V),

pour tout w € I'(E*) et V € I'(E), est un isomorphisme C'*°(M)-linéaire.

Soit g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel (E, 7, M) de fibre type R*. Pour tout

x € M la métrique g induit un isomorphisme linéaire entre E et £,
f.: B, — E,,

définit par,

I=(flaw, v) = w(v),

pour tout w € £ et v € E;.

-
5. Soit (01, ...,04) une base locale de T'(E) et (c%,...,0%) une base locale du dual T'(E*).

Siw=wo’ et g=g;;0'® 0! on a

w = gYw;o;
fw = g"w;o;
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ot (g") désigne la matrice inverse de (g;;).

2.2.2 Meétrique induite sur le fibré dual

[Déﬁnition 5]

Soit g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel (E, 7, M) de fibre type R*. Alors g

induit une métrique Riemannienne sur le fibré vectoriel dual (E*, 7%, M),
g :T(E") xT(E*) — C™®(M),

définie par,

g (w,n) = g(flw, in)

pour tout w,n € T'(E*).

Expression locale de la métrique g*

Soient (o1, ..., 0%) une base locale de I'(E) et (o, ..., %) la base dual locale de I'(E*) associée, alors

pour w, o € ['(E*) tels que w = wio® et n = o’ on a

g =Y 9020,
]

g w,n) =Y gow'ny’
iJ

avec (g) est la matrice inverse de (g;;),
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2.2.3 Meétrique induite sur le produit tensoriel

(Définition 6

Soient g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel (E,7g, M) et h une métrique

Riemannienne sur un fibré vectoriel (F, mp, M), on définit la métrique produit tensoriel
gh :T(EQF)xI'(E®QF) — C*(M),
I'unique métrique vérifiant,
(gh) (Ve AW B)=g(V,W)h(A, B)
pour tout VW € I'(E) et A, B € I'(F).
6. Soient g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel (E, wg, M) et h une métrique
Riemannienne sur un fibré vectoriel (F,mp, M), alors
gRheET(E*QF*QE* @ F*) ~T(E*® E*® F* ® ).

2.2.4 Meétrique induite sur le fibré inverse

(Définition 7

Soient M et N deux variétés différentiables, (F, 7y, N) un fibré vectoriel de fibre type R¥ sur
Net f: M — N une application de classe C*°.

Si h est une métrique sur le fibré vectoriel (F, 7y, N), alors h induit une métrique sur f~1F,
hy i T(fIF) x T(f7F) — C=(M),

définie par,

hf(V7 W)x = hf(x)(‘/;ca Wx)a

pour tout z € M et V,W € T'(f~'F).
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2.3 Connexion de Levi-Civita

2.3.1 Connexion linéaire sur un fibré vectoriel.

[Déﬁnition 1 j

Une connexion linéaire sur un fibré vectoriel (E, 7, M) est une application

V:[(TM) x T(E) — D(E),
(X,V) — VxV

verifiant :
L. Vx(V4+W)=VxV+VxWV
2. Vx(fV) = X(/)V + fVxV
3. VxipnyV =VxV + fVyV |

pour tout V.\W e I'(E), X, Y € (T M) et f € C®(M).

(Définition 2]

Une section V' € I'(E) est dite paralléle par rapport a la connexion V si

VxV =0

pour tout X € I'(T'M).

[Déﬁnition 3]

Soit g une métrique Riemannienne sur le fibré vectoriel (E,m, M), alors V est dite compatible
avec la métrique g si

X(g(V,W)) =g(VxV, W) +g(V,VxW),

pour tout VW € I'(E) et X € I'(T'M).
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[Déﬁnition 4}

Soient M une variété différentiable et V une connexion linéaire sur le fibré vectoriel tangent

(TM,m, M). La torsion de V est une application C*°(M)
T:T(TM)xT'(TM) — T'(TM),

définie par

T(X,Y)=VxY — VyX — [X,Y],

pour tous X,Y € I'(T'M).

La connexion V est dite sans torsion si 7' = 0.

Remarques I 3

1. T est un champ de tenseur de type (1,2)

2. T(X,Y)=-T(,X) pour tout X, Y € T(TM)(T est antisymétrique )

3. La connezion V est sans torsion ssi pour tout-X,Y € I'(TM) on a :

[(X;Y] = VxY — Vy X

Soit (M, g) une variété Riemannienne, I’application
V:I'(TM)xT(TM) — I'(TM),
définie par la formule de Koszul,

29(VxY,2) = X(g(Y,2)) +Y(9(Z,X)) = Z(9(X,Y)) (2.2)

+Q(Zv [Xv Y]) +9(Y7 [Z’XD - g(X= [Y7 Z]),

est une connexion linéaire sur le fibré tangent (7'M, 7, M), appelée connexion de Levi-Civita.

Pour tout X,Y,Z € I'(TM) et f € C(M) on a,
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29(VyxY, Z)

2.

29(VxiwY, Z)

= [X(@(Y,2)+Y(9(Z X)) - Z(g(fX,Y)) +g(Z,[fX,Y])

+9(Y,[Z, fX]) — g(f X, [V, Z])

XY, 2)) +Y(f)9(Z, X) + fY(9(Z, X)) = Z(f)9(X.Y)
—fZ(9(X,Y)) =Y (f)g(Z, X) + f9(Z,[X,Y])

+Z2(Ng(Y, X) + f9(Y,[Z,X]) = fg(X,[Y, Z])

fX(9(Y. 2)) + fY(9(2, X)) = fZ(9(X,Y)) + f9(Z,[X,Y])
+f9(Y,[Z,X]) = fo(X,[Y, Z])

2f9(VxY, Z)
29(fVxY, Z),

N
S

et comme g est non dégénérée on a , VyxY = f W

N
@
>9W)> (902, X +W)) = Z(g(X + W,Y))
+9(Z.[X MY] Y, [Z.X + W) = g(X + W, [V, 2))
X(gm@» +Y(g — Z(9(X,Y)) + 9(Z, [X,Y))

o)
% X)) —g(X,[Y, 2]) + W(g(Y, 2)) + Y (9(2, W)
WY) +9(Z, W.Y]) + (Y, [Z,W]) — g(W,[Y, Z])
QQ(VXY, Z) + QQ(VWy, Z)
(

d’ou 5 VX—}—WY = VXY + VWY .
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20(VxfY.Z) = X(9(fY.2)) + fY(9(Z, X)) — Z(9(X. fY)) + 9(Z, [X, fY])

+9(fY,[Z, X]) — 9(X, [fY, Z])

= XN, 2)+ fX(9(Y,2)) + [Y(9(Z,. X)) — Z(f)9(X,Y)
—fZ(g(X,Y) + X()9(Z,Y) + f9(Z,[X.Y]) + fg(Y. [Z, X])
+Z(fg(X,Y) = fg(X,[Y, Z])

= 2X(f)g(Y,2) + [X(g(Y,2)) + [Y (9(Z, X)) — fZ(9(X.Y))
+19(Z, [X.Y]) + fg(V,[Z,X]) = fo(X,[Y, Z])

= 2X(f)g(Y,Z) +2f9(VxY, Z)

= 29(X(N)Y + fVxY,2),

dott VyfY = X(f)Y + fVyY .

4. De méme maniére on obtient , Vx (Y + Z) = Vx¥.+ VxZ . Donc V est une connexion linéaire

sur le fibré tangent (T'M, 7w, M).

( Théoréme fondamental de la géométrie Riemannienne ) Si (M, g) est une variété Rieman-
nienne, alors la connexion de Levi-Civita est I'unique connexion linéaire sans torsion et com-

patible avec g.

Preuve .
Brewve o, .

9(VxY,2) ~ g(VyX,2) = J{g(Z,[X.V]) - g(Z,IY, X])}
= 9(27[X7Y])7

d’ou la connexion de Levi-Civita est sans torsion. Et,

oAV, 2) 4 g(VxZY) = S{X(g(Y.2)) + X(9(Z V)
= X(g(Y, 2)),

cela prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique g sur M. Comme ¢ est non
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dégénérée, cette relation (2.2) détermine complétement la connexion V, ce qui donne 'unicité. [

Exemple
- 17. Une connezion linéaire V sur M est une connezion linéaire sur le fibré tangent (T M, m, M).

Dans un systéme de coordonnées () sur M, V est complétement définie par les symboles de Christoffel

Fk définis par :

o . 0
Viiow ~ Ligg:
En effet, si X = X*2 57 et Y = Yj% alors
0 0
VxY = X' (oY 4+ TLY7
X G Y g

[Proposition 1 ]

Soient (M™, g) une variété Riemannienne, de dimension m et V la connexion de Levi-Civita.
Si (U, ¢) est une carte sur M avec les champs de bases =2, ..., =2 associés, alors les coefficients
2 Ozl? " Ox

de Christoffel I‘fj sont donnés par

F?j _t zm: kl{agjl 091 agij}

2 — ort  Ov 02!

ou, g;; sont les coordonneés de g relativement a la carte (U, ¢).

Preuve . ) .
Comme [0;, 0;] = 0 pour tout s,j = 1,...,m, ot 0; = % pour tout ¢ = 1,...,m on a,

29(V,0;,0) = 229 (T30, 0)

= 2 Z I,

= @-( (33‘731)) +0;(9(01,0:)) — 0i(9(0:, 05)) ,
donc,
Z FUgsl {@gﬂ + 0;g1 — 0195 }

d’ou,

m . 1
Z IS gag™ = §glk{aigjl + 01 — Oi9ij }
s=1
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et,

m i 1 m
Z Fijgslglk =35 Z glk{&'gﬂ +0;91 — 1935}
=1

s,l=1
et comme (¢g*) est la matrice inverse de (g;;) on a > ", gag™ = Oks, 0l Ok, est le symbole de Kronecker,

d’ou
1« dgji  Ogu  0gij
ko = il ¢ 993 i _ 99y
Yo ;g {&ﬂ + orl Ot }

18. On considére la paramétrisation de la sphére S™ = {u € R*"™ | ||ul]| = 1} et soit la

projection stéréographique, ¥ : R® — R™1 donnée par

2zt 2z |lz|]* -1
[+ 17 )+ 17 ]+ 1

Y(x) = ( ) ,zeR".

Les composantes du tenseur métrique relativement a i sont

4 (5@'

i (x) :W ,x € R".

Pour la preuve, en utilisant la formule 2.1.

{
S
Les symboles de Christoffel sont, C§
Iy

i j i i —2z"
[i(z) = ng(m) =Ti(2) = —T;(z) = 1+ |z ‘(Z_)

2

FZ(CL‘) =0 ,pour i,jetk=1.n distincts.

pour la preuve en utilisant la proposition 1.
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2.3.2 Connexion induite sur le fibré dual

(Définition 5

Soit V une connexion linéaire sur un fibré vectoriel (E,m, M), alors V induit une connexion

linéaire sur le fibré vectoriel dual (E*, 7*, M),

V* :T(TM) x T(E*) — ['(E¥),

définie par,

(Vxw)(V) = X(w(V)) —w(VxV),

pour tout X € ['(T'M), V € I'(F) et w € I'(E*). On vérifie aisement que V* est une connexion

linéaire sur £*, on la note par V.

[Proposition 2 ]

Soient V une connexion linéaire et g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel
(E,7,M). Si V est compatible avec la métrique g alors la connexion induite V* est com-

patible avec la métrique induite ¢g* sur le fibré vectoriel dual (E*, 7*, M).

P .. . .
Si V est compatible avec la métrique g on a, pour tout X € I'(T'M) et w,n € I'(E*),

X(g*(w,m) = X(g(tw,tn))

= 9(Vxiw, in) + g(fw, Vxin)

Et pour tout V € I'(E) on a,

9(Vxiw,V) = X(g(tw,V)) — g(fw, VxV)
= X(w(V)) —w(VxV)
= (Vxw)(V)
= g(tViw,V),
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d’ot, Vxfiw = Viw, donc

X(g"(w,m) = g(tVxw, in) + g(fw, tVin)

= ¢ (Vxw,n) +g"(w, Vxn).

2.3.3 Connexion induite sur le produit tensoriel

[Proposition 3]

Soient VE et V' deux connexions linéaire sur (E, 7g, M) et (F, 7p, M) respectivement. Alors

il existe une unique connexion,
V:ITM)XxT(E®QF) —T(EQF)

tel que
Vx(VeA) = (VEV)® A+ V ® (VLA),

pour tout X € I'(TM), V e I'(E) et A€ I'(F).

V est appelé connexion tensoriel produit, notée VF @ V¥,

[Proposition 4]

Soient (E,7g, M) et (F,mr, M) deux fibrés vectoriels muni respectivement des connexions
VE et VI, et des métriques gp et gr . Si VE (resp. V') est compatible avec la métrique

ge ( resp. gr ), alors la connexion V¥ @ V¥ et la métrique gr ® gr induites sur le produit

tensoriel £ ® F sont compatibles.
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Pour tout VW € I'(E) et A, B € I'(F') on a,

X(ge@gr(V@ A W®B)) = X(ge(V,W)gr(A, B))
= X(ge(V,W))gr(A, B) + ge(V,W)X(gr(A, B))
= [9e(VXV,W) + gu(V, VEW)lgr(A, B)
+9u(V,W)lgr(VX A, B) + gr(A, Vi B)]
= g5 Qgr(VEV® AW @ B) 4 g5 @ gr(V @ A, VEW © B)
495 @ gr(VRVEAW @ B) + g @ gr(V @ A, W @ VL B)

= geRgr(Vx(V® A),W® B)+ge®gr(V® A Vx(W® B)).

Cas des formes vectoriels

(Définition 6

Soient (E,7g, M) et (F,mp, M) deux fibrés vectoriels de fibre type R* et R! respectivement.

Une 1-forme vectoriel w est une application C'*°(M)-linéaire

w:D(E) — I(F)

Vo — w(V)

tel que pour tout x € M

wy B, — F,

Ve — we(Vz) = w(V)(x).

est une application linéaire.

Expressions locales :
Soit w € I'(E* ® F') une 1-forme vectoriel. Si (U, ) ( resp. (V,1) ) est une carte vérifiant la condition

de trivialization locale sur E ( resp. sur F ) de base locale (01, ..., 0%) ( resp. (p1,...,p) ) de T'(E) ( resp.
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de T'(F) ) et (o!,...,0%) une base dual locale de T'(E*). Alors

w=3 wic'®p;,
1<i<k
1<5<!

ou, wg sont des fonctions différentiables sur U NV pour tout 1 <t < ket 1 <5 <UL
Si de plus V = V'o;, alors
w(V) = w!Vip;.

. .
7. Siw e (E*® F), une 1-forme vectoriel, alors pour X € I'(TM), Vxw € I'(E*® F)

est une 1-forme vectoriel définie par
(Vxw)(V) =Vxw(V) —w(VxV)

pour tout V € I'(E).

8. On générale, soient (F,m, M) , (E;{m, M)(i = 1,...,p) des fibrés vectoriels. St w €

[(E} ®...® By ®F), alors pour tout (Vi,...,V,) € F(Ey) x ... x ['(E,), on a

S|

(Vxw)(Vi, ., V) = Vxw(Vi, thV,) = > w(Vi, o, VRV V).

J=1

Norme de Hilbert Schmidt.

Soient g une métrique Riemannienne sur un fibré vectoriel (E, mg, M) et h une métrique sur un fibré

vectoriel (F,mr, M); On définit la norme de Hilbert Shmidt w € I'(E* ® F') par
w* = (9" ® h)(w,w).

En coordonnées locales relativement & (o4, ..., 0%) base de I'(E*), (0!, ...,0%) base de I'(E*), (p1, ..., px)

base de I'(F) et (p', ..., p*) base de I'(F*) on a :

|w|? = gijw?w?hab.

o, w = W' @ pa, g = gi0' @07 et h = happ* @ p.
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19. SiE=F=TM et ¢ : M — M de classe C*°,on a

dé: TM —s TM

est une 1-forme vectorielle,définie en coordonnées locale par

9¢i

P 4o ® 8.
el

do =

et de norme

0o 0
P = (5" © 952 dat w0, S w0y

Oz,
. a¢s 8¢k * j
= o ax] g*(dz', dz?) g(9s:0r)
095 00k i

2.3.4 Connexion induite sur le fibré inverse

Soient M et N deux variétés différentiables, (F, 7y, N) un fibré vectoriel de fibre type R* sur N et
f: M — N une application de classe C*. Si Vg5t une connexion linéaire sur (F, 7y, N), on définit

la connexion sur le fibré inverse (Pull-back) f~\E
V(M) < T(f'F) — T(f'F),

par

(V&V)z - (vc]l\gfcf(Xz)V)f(w) (2‘3)

pour tout X € I(TM), V € I(f'F), z € M et V € I'(F) tel que V o f =V au voisinage de x.

- a
9. La relation (1.8) est indépendante du choiz de V. En effet, soient (52, ..., g2=) une
)

base locale de T'(T M), (a Ty ey %) une base locale de T'(T'N) et (01, ...,0k) base locale de T'(F
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pour X = X0, € (TM), V=V (os0f) € f'F,V=VPos €(F) etz €M ona

(ngv)x = (Vé\,{cf(xx) ‘N/)f(x)

zafa v
Xogoile (VNLVEUB)J”(J:)
,O0f°
T oxt o {_‘76 + VT 507}|f (z)>

ou, Fgﬁ sont des fonctions différentiables sur N, définie par

V o o= I‘%av

yX

Remarquons que V o) = =VF et ‘Wﬁ e = a2 (VfB o f)l.= %{; |$8V6 |f(z), pour tout B =1,....k, d’ou

OV Ofe
wiv) = x (T + v @0 p),

20. Soient M, N deuz variétés différentiables et ¢ : M — N wune application de classe

C>=. Si V¥ est une connexion linéaire sur le fibré tangent (TN, 7y, N), alors

0 'TN = {mw)|lre M, veT,uN}
= J{o} x TN

reM

et
D@ 'TN)={V:M —TN|VzeM,V, €T,,N}

Localement pour tout X = X'-% € T(TM) et o* =y’ o, ona

_ 09 0 -1
dp(X) =X 927 3y ﬁogpér(gp TN)
et
0 0% O™ 890’3 N

Ve, do(5 ) = |

dxt

Oxt0xd Ozt Oxd aﬂ <p}
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En effet
T
2 P\omi) T Y 2o ayf ¥
_82g0580+8<p3¢8o
T 0r0ri oy T T o Y oy
2, B 8 «
= (()‘QO A 0 oY 880,880. N i)ogp
Ox'dxI OyP Oxd 0x' * 3= OyP
0?8 0 g ™ N 0
 Oxi0I ayﬁw Oxi dxt P nga_gﬂow' =

10. Soient M, N deux variétés différentiables, X,Y € I'(TM), V,\W € I'(TN) et ¢ :

M — N une application différentiable; Si X et V ( resp. Y et W) sont p-conjugué (i.e. dp(X) =Vop
et dp(Y) =W o), alors
Vide(Y) = (VW) op.

[Proposition 5 ]

Soit ¢ : M — N une application différentiable. Si V¥ une connexion linéaire compatible
avec une métrique h sur N, alors la connexion linéaire V¥ est compatible avec la métrique h,,

sur ¢ 'TN. Cest a dire, pour tous X € T'(TM) et V,IW € (¢ 'T'N) on a

X (ho(V,W)) = ho(VEV, W) + ho(V, VEW)

Soient X € D(TM), V,W € T(¢'TN) et X,V,W € I[(TN), tels que

dp(X)=Xop | Vop=V et WngJ:W

alors,

X(ho(V,W)) = X(h(V,W)ogp)
= X(h(V,W)) o
= WYYV, W)op+h(V,ViW)oy
= h (VEV, W) + hy(V,VEW) |
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[Proposition 6]

Soit V& une connexion sans torsion sur N, alors
V4 dp(Y) = VEde(X) + dp([X, Y]),

pour tout X,Y € I'(T'M).

P . . . :
Soit V, W € I'(T'N) deux champs de vecteurs p-conjugué avec X et Y respectivement . On a

[V.W]op=dpo[X,Y]
VW = VNV + [V, W]
d’ou
Vide(Y) = (ViW)ogp

= (VR V+[V.W])oy
= Vidp(X) +dp([X,Y])

(Définition 7|

(Seconde forme fondamentale)
Soient (M, g), (N,h) deux variétés Riemannienne et ¢ : (M, g) — (N, h) une application
différentiable de classe C'*°. La seconde forme fondamentale de ’application ¢ est la dériveé

covariante de la 1-forme vectoriel dy, définie par
Vdp(X,Y) = Vidp(Y) — dp(VXY),

pour tous X,Y € I'(T'M).
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Propriété 7
Soit ¢ : (M, g) —> (N, h) une application différentiable, la seconde forme fondamentale de

I’application ¢ est symétrique. C’est a dire

Vdo(X,Y) =Vdp(Y,X) , VX,Y e(TM).

P . e o
En utilisant la proposition (1.3.6) on a

Vdp(X,Y) = Vide(Y) - dp(VYY)
= Vidp(X) +de([X,Y]) — dp(VYY)
= Vydo(X) —dp(Vy X)
= Vdp(Y, X),

pour tous X,Y € I'(T'M). ]

[Proposition 8]

Soient ¢ : M — N et ¢ : N — P deux applications différentiables entre des variétés

Riemanniennes, alors

Vd(¥ o @) = dp(Vdyp) + Vdip(dp, dp) .

Soit X, ¥ € P(TM),

Vd(po@)(X,Y) = VEZd(pop)(Y)—d(pop) (VYY)
= VFdyp(de(Y)) — dp(dp(VYY))
= Vi@ (de(Y)) — dip(dp(VYY))
= Vi xdb(de(Y)) — dp(dp(VYY))
= Vd(dp(X), dp(Y) + di(V i de(Y)) — dib(dp(VRY))
= Vdi(dp(X),dp(Y)) + di(Vdp(X,Y)).
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[Déﬁnition 8]

Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Une application

¢ :(M,g) — (N, h) est dite totalement géodésique si Vdyp = 0.

[Déﬁnition 9]

Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application de classe C*°. La trace de la seconde forme

fondamentale de I'application ¢ est appelé champ de tension de ’application ¢, noté par
T(p) =tryVde.
Relativement & une base orthonormée (e;) sur M on a
T(p) = VEdip(es) — dp(Velei)
Si (5%) (resp (%)) est une base locale de champs de vecteurs sur M (resp sur N), on a

w(p) = o7(V% do( ) — dp(V' o))

i 0% Bp* 0P N dpy M. 8
= g’ T op— TPV pky 9
g (&”Eiaxj ort Ori P oy Bk Pw)ay,y cp. (2.4)

[Proposition 9]

Soient ¢ : M — N et ¢ : N — P deux applications différentiables entre des variétés

Riemanniennes, alors

T( 0 p) = dip(7(p)) + tryVdy(dep, dp) .

Cas des sous-variétés

Soient (N, h) une variété Riemannienne et M une sous-variété de N. Alors le champ de tenseur g :

I(TM) x I(TM) — C°°(M) défini pour tous X, Y € I'(T'M) et p € M par

9(X, Y)p = hp(X Yy,

py-p
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est une métrique Riemannienne sur M, appelé la métrique induite sur M par h.
Pour tout p € M on a
T,N =T,M & T,M~,

o,

T,M* = {ve&T,N|h,(v,w)=0,Yw e T,M}

VveT,N H!UTETPM EHULETPML | v=0v" +ot.

11. Soient X € T(TM) et X € T(TN) un prolongement de X (i.e. X|y = X). Si V¥

(resp VM) désigne la connexion de Levi-Civita associée a la métrique h sur N (resp sur M), alors

vy =(VvEY)T . XY ET(TM),

est la connezion de Levi-Civita associée d la métrique g sur M, qui indépendent de choiz de prolongement.

La deuxiéme forme fondamentale de M sur N est dennée par
BX,Y)=(ViY)' . | X YeIl(TM),
et la courbure moyenne est donnée par

H =trace B.

[Déﬁnition 10]

Une sous variété M d’'une variété N est dite minimale si sa courbure moyenne est nulle

(H =0).

Remarques I 4

1) Soit i : M — N linjection canonique, alors la deuziéme forme fondamentale de i coincide avec la

deuxieme forme fondamentale de M sur N, c’est a dire

Vdi(X,Y)=B(X,Y)=(VEY)Y X YeD(TM).

X
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2) Soit N e T(TM*1), on a
g(Vdi(X,Y),N) = —g(Y,VIN) XY eT(TM). (2.5)
3) Dans le cas ot M est une hyper-surface de N et N € T(TM*), on a
Vdi(X,Y) = g(Vdi(X,Y),N)N .
En effet, pour prouver (2), soit p € M on a
g(VAi(X,Y),N) = g((VIY)",N)
= g(VYY,N) = g((VFY) ", N)
= g(VXY.N)
Si (¢y(p)); est une courbe sur M, définie au voisinage de 0 € R, telle que X, = 204(p)]i=0, on a
- ~ d
X9V, N)) = —g(Y, N) 0 0u(p)li=o
d
= 2 900) (Vo) N 10
d
= dt hgaz (Ytpt(P)>N<Pt(P))|t=0
= 0.
(3) découle immédiatement de (1) et (2).
21. Si M = S™ C R™** désigne la sphere unité et N' = Y "
normal a la sphére, alors
Vdi(X,Y), = —g9(X,Y), N, X, Yel(TM) ,Vpe M. (2.6)
g(VdZ(Xay)aN)P:_g(Xay)P X,YEF(TM) 7VpEM7

+1
VIA;R%:,L N —

en effet, ceci découle de la formule 2.5 et de la relation

X, VX eT(TR™).
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[Déﬁnition 11]

Troisiéme forme fondamentale
Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C*°.

La troisiéme forme fondamentale de ¢ est la dérivée covariante de Vdy , elle est définie par :
V2do(X,Y, Z) = Vx(Vdg(Y, 2)) — Vdp(VxY, Z) - Vdp(Y,VxZ),  (27)

ou X,Y,Z € I(TM)

[Proposition 10]

Contrairement a la seconde forme fondamentale, la troisiéme forme fondamentale n’est pas

symétrique, nous avons :

V23do(X,Y,Z) = V?dp(Z,Y,X) + dp(RM(Z, X)Y) — RN (dp(Z),do(X))de(Y).  (2.8)

Preuve :

par définition nous avons :

V23do(X,Y,Z) — V3dp(Z,Y, X ) /=Nx(Vde(Y, Z)) — Vdp(VxY, Z) — Vdp(Y,Vx Z)
— Vz(Vdp(X,Y)) + Vdp(VzY, X) + Vdp(Y, V2 X),

en utilisant la deuxiéme forme fondamentale, un calcul direct donne :

V23do(X,Y,Z) — V3dp(Z,Y, X) = Vx(VEde(Y) — dp(V X)) — VEde(VxY)
+dp(VzVxY) = VG zdo(Y) + dp(Vy, zY)
= Vz(V&do(Y) = dp(VxY)) + Vido(VzY)
—dp(VxVzY) + Vg, dp(Y) —dp(Vy,xY),
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il suit que :

alors

Du fait que :

et :
V5V Lde(

V3dp(X,Y,Z

— VEVER(Y) = VoY)

nous obtenons le résultat :

= VEV32de(Y) = Vidp(VzY) = Vidp(VxY)

+dp(VzVxY) — V@deSO(Y) +dp(VvyzY))
—dp(VxVzY) + dp(Y) — dp(Vy,xY)
— VEVZde(Y) + dso(VszY) VG, zde(Y)

+dp(Vy,z2Y) = VEVLdp(Y) — de(VxVzY)
+ VG, xde(Y) — dp(Vy,xY)

=dp(VzVxY —=VxVzY + Vg, zY
VXY - (VEVEA(Y) — VET5d(Y)

+ V&, 2dp(Y)) = VG, xdo(Y),

=dp(VzVxY = VxVzY + Vix zY) = (V5V5dp(Y)

VzVxY = VxVzY +VixzY = RY(Z,X)Y,

Y) = VEVzdp(Y) = Vi; de(Y)) = R?(Z, X)dp(Y)

= RV (dp(2), dip(X))dio(Y), 1%

) = V2dp(Z,Y, X) + dp(RY (Z, X)Y) = RV (dp(Z), dp(X))dp(Y).

<

N
Q
S
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2.4 Tenseur de courbure.

[Déﬁnition 1 }

Soit (E,m, M) un fibré vectoriel muni d’ une connexion linéaire V. On définit le tenseur de

courbure, R : ['(TM) x I'(TM) x I'(E) — I'(F), associé a V, par :
R(X,Y)V =VxVyV = VyVxV = Vixy|V

pour tout X, Y e I'(T'M) et V € I'(E).

[Propriétés 1 }

1. La courbure R est C*°(M)-3 linéaire

2. R(X,Y)V =—-R(Y,X)V pour tout X,Y e I'(T'M) et V € I'(E) ( antisymétrie )

[Déﬁnition 2]

Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de courbure de la connexion de Levi-Civita
est appelé tenseur de courbure Riemannienne.

Le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des coefficients de Christoffel :

R(0;,0;)0: = > RL;0,

=1

Rzgk a(rék Pik +Z{F'Lm ;f’l; F:Z )

ow, (0;)i=1.n est une base locale de champs de vecteurs sur M.
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,—(Proposition 2} N

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Riemannienne R a les propriétés

suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (3,1).

[N}

- 9(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z).

w

Cg(RX,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y).

4. R vérifie I'identité de Bianchi algébrique
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
5. R vérifie 'identité de Bianchi différentielle
(
(VxR)(Y,Z) + (VyR)(Z,X) + (VzR)(X,Y) = 0. C\

VX,Y,Z,W € I(TM)
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2.4.1 Courbure sectionnelle, courbure de Ricci et courbure scalaire

(Définition 3]

Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension n > 2 et P un 2-plan de T,,M de base

{X,Y}. On appelle courbure sectionnelle en x de P

g(R(X, Y)Y, X)
g(X>X)g(K Y) _ g(X> Y)2

K. (P) =

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par AX pour A # 0 et Y
par Y — ¢g(X,Y)X. On peut donc supposer que {X, Y} est une base orthonormale. Dans ce
cas

K. (P) = g(R(X,Y)Y, X)

On vérifie que K, (P) ne dépend pas de la base orthonormée de P : En effet, si {Z, T} est une

autre base orthonormale, il existe a,b € R, tels que a® + ? = 1 avec

Z=aX+bY , T=-bX+aY.

Une simple vérification montre que g(R(X,Y)Y, X) = g(R(Z,T)T, Z).

[Déﬁnition 4}

Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n. On dit que M est une variété a courbure
constante s’il existe une constante k£ € R telle que pour tout + € M et tout 2-plan P de T, M,

on a

K, (P)=k.




2.4 Tenseur de courbure. 61

~{(Définition 5 .

La courbure de Ricci d'une variété Riemannienne (M™, ¢g) de dimension m est un tenseur de

type (0,2) défini par

Ric(X,)Y) = trace(Z — R(Z,X)Y)

= Z g(R(e'b X)Yv ei) )

pour tout X,Y € I'(T M), ou (e;) une base orthonormée locale sur M.

La courbure de Ricci est symétrique, en effet

Ric(X,Y) = > g(R(e;, X)Y,¢;)

{
S
C\}
= Ric(Y, X) %
N

Relativement a la base(%)izL,m, les composantes du tenseur de Ricci sont donnés par

'O
0 0 Q)
By = Rig 5 50)
= trace(ZHR(aii,%)Z)
g o0 .,0 0
_ K
=g g(R(axi’@)%’@)
= gklRfjkgsz

= OpsR;

ijk

= Rk

ijk
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[Déﬁnition 6}

Le tenseur de Ricci d'une variété Riemannienne (M™, g), est un tenseur de type(1,1), défini
par
Ricci(X) = Z R(X, e;)e;

p=ll

pour tout X € I'(T'M), ou (€;)i=1..m est une base orthonormée locale sur M.

12. Soit (M™, g) une variété Riemannienne, de dimension m. Pour tout X,Y € I'(T'M)

on a

Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y)

(Définition 7)

On appelle courbure scalaire d'une variété Riemannienne (M™,¢g) la fonction définie sur M

par
m

S = trace,Ric = Z g(R(es, ej)e;,€;)

ij=1

ol (€;)i=1..m une base orthonormée locale sur M.

Remarques I
5. Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, x € M et (5

base (resp (€;)i=1.n base orthonormée) de T,M. St A : T,M — T, M, B : T,M — T:M, sont des

x)z Twn UNE

applications linéaire et C' : T, M x T, M — R, une application bilinéaire, alors
o trace A=Y, g(Ales),er) = 20752, 99 9(A(g)s 50l
o trace B= 371", Blei)(es) = 3071 9 Bg0) (507«

o traceC' = Z?:l O(ei,ei) = Z?j 19”C<a$m y)|w

[Proposition 3}

Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante k si et seulement si

le tenseur de courbure vérifie I’équation :

R(X,Y)Z = k(g(Y, 2)X — g(X, Z)Y).

pour tout X, Y et Z € T'(TM).
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[Corollaire 1 J

Si (M™, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante k, alors pour tout

X, Y €e(TM) on a
1. Ricci(X)=(m—1)kX,
2. Ric(X,Y)=(m—1)kg(X,Y),

3. S=m(m—1)k .

22. L’espace euclidien R™ muni du repere canonique 0; = 7, du produit scalaire euclidien

g = gijdr; ® dxj, ot g;j = 0;;. On vérifie immédiatement que Ffj =0, Rﬁjk = 0 donc R = 0. En

particulier, la courbure sectionnelle de (R™, go) est nulle.

2.5 L’opérateur gradient sur une variété Riemannienne

(Définition 1)

Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit 'opérateur gradient par

grad : C*(M) — T'(TM)

fo— grad f = tdf

ou df est la différentielle de la fonction f, tel que pour tout X € I'(T'M) on a

g(grad f, X) = df (X) = X(f)

[Proposition 1 }

( Expression du gradient en coordonneés locales ). Soit (M, g) une variété Riemannienne de

0 0

dimension m, (U, ¢) une carte sur M avec les champs de base associée 577, ..., 55,

tout f € C>®°(M) on a

alors pour

& Ol @)
(grad f)lv = Zgjaxi%

,j=1

(2.9)
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On applique directement la définition de l'application # (voir proposition 1.2.1), et la défi-

nition de la différentielle la fonction f € C*°(M) relativement a la carte (U, ) sur M, on a

=Y )

ot dzt, ..., dz™ est la base duale. [

[Propriétés 2 ]

Soit (M, g) une variété Riemannienne , pour tout f,h € C*°(M) on a
1. grad(f + h) = grad f + gradh
2. grad(fh) = hgrad f + f gradh

3. (grad f)(h) = (gradh)(f)

Soit f,h € C*(M) , pour touty X~ I'(T'M) on a :
1).

g(grad(f +h),X) = X(f+h)
= X(f)+X(h)
= g(gradf,X) + g(gradh, X)

= g(gradf + gradh, X),

g(grad(fh), X) = X(fh)
= hX(f)+fX(n)
= hg(gradf, X) + fg(gradh, X)
= g(hgrad f + f gradh,X),
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3).

(grad f)(h) = g(gradh,grad f)
= g(grad f,gradh)

v — (V,X), %

est une application linéaire d’espace vectoriel.

= (gradh)(f)
]
2.6 L’opérateur divergence sur une variété Riemannienne
Soit X € T'(T'M) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M, g), on a
VX :[(TM) — T(TM) (2.10)
7 sz
(
est une application C*°(M) linéaire (VX est un tenseur de type (1,1)). QO
siz € M, alors C\]
(VX), : T,M — T,M '&2.11)
'O
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[Déﬁnition 1 ]

Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d'un champ de vecteurs X € I'(T'M),

notée divX est une fonction sur M définie par
divX =try(VX)

(divX)(x) = try((VX),) zeM

En coordoonée locale on a

divX = dz'(V_e X)
ox?
0
= 979V 2 X, 55)

Si (e;) est une base orthonormée locale sur M on a

divX =) g(Ve X, e)

=1

La divergence d’une 1-forme w sur M est définie par

divw = try(Z — Vzw)

m

= Y (Vew)e)

=1

0
= Zg w)(55)

2,j=1

Dans la définition de div X nous pouvons également définir la divergence de (1, 7)-tenseur T’

pour étre (0, r)-tenseur

(div T)(X1, ... X,) = tro(Z — (V2T)(X1, .., X,)) -
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[Proposition 1 ]

( premiére expression de la divergence en coordonneés locales ). Soit (M, g) une variété Rie-

mannienne de dimension m, pour tout X = X*-2; € I'(TM) on a

7t

Preuve .
Sur une carte locale sur M nous avons,

X=X2 et Vo =Tt0

ozt B ij Ok
alors,
divX = ;d:ci(vaii)()
_ 1 )
- de (Vo X'555)
i,7=1
T 9XI )
_ i ) Tk _—
- jz o o i )
" oX?
= -4 XU
;( ot XT)

[Propriétés 2 ]

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tous X,Y € I'(T'M) et f € C*°(M) on a
L. div(X+Y)=divX +divY

2. div(f X) = fdivX + X(f)

sur M, on a

1)

div(X +Y) = g(Ve, (X +Y),e)
- Q(VeiX, 62‘) +9(VelY, 62‘)
= div X +dvY,

Preuve . . . . : .
On applique directement la définition du divergence, soit (e;) une base orthonormée locale
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div(fX) = g(Ve,fX,e)
= gle(HX + [V, X, e)
= a(fg(X,e) + f9(Ve X, €)
= X(f)+ fdivX

Sur une variété Riemannienne (M, g) on a

O (\Jdetlgy) = \Jdet(g) T,
=1

[Proposition 4]

( deuxiéme expression de la divergence en coordonnées locales ).

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout X € I'(T'M) on a

div X = ;ﬁ( det(gi;) X*)

\/det(gi;) 0z

Preuve . s .. . . . .
D’aprés la proposition de premiére expression de la divergence en coordonneés locales nous

avons,

divX = iax;jLZZXﬂr
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en utilisant le Lemme 3, avec G = (g;;), alors un calcul direct donne,

divX = \/m\/det Z +ZXJ\/detGZF

= (Vdet G Z + Xm: in(\/det G)

en utilisant la convention d’Einstein on a

1

div(X) = NZErer

(v det GX")

2.7 L’opérateur laplacien sur une variété Riemannienne

[Déﬁnition 1 ]

Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit 'opérateur laplacien noté A, sur M par

A C®(M) — C™(M)

f — A(f) = div(grad f)

[Propriétés 1 ]

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f,h € C*°(M) on a
L. A(f+h)=Af) + A(R)

2. A(fh) = hA(f) + fA(R) + 29(grad f, grad h)

Soit f,h € C*°(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et le fait que

X(f) =g(grad(f), X), on obtient
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1.
A(f+h) = div(grad(f +h))
= div(grad f + gradh)
= div(grad f) + div(grad h)
= A(f) +Ah),
2.
A(fR) = div(grad(f b))
= div(fgradh+ hgrad f)

= div(f gradh) + div(h grad f)
= fdiv(gradh)+ (gradh)(f) +-hdiv(grad f) + (grad f)(h)
= fA(h) + hA(f) + 29(grad frgradh) .

[Proposition 2 ]

( Premiére expression du Laplacien en coordonnées locales ). Soit (M, g) une variété Rieman-

nienne, pour tout f € C*°(M) on a

)|

8@0% gl 6_xk

A(f) = g"(

) (2.12)

Soit f € C*°(M), alors

A(f) = div(grad f)
= 99V o grad f, o)

) B 0
= g”( g(gmdf,@)—g(gmdf,v% )>

oxt 227 Od
0 Of . )
— Ul (L _T% -
- g <8l’2(8$]) szg(gradfv 8:1:"‘)>
B

— Y Tk
-9 (&E"(‘?xﬂ' ”&L‘k)
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23. Soit R™ muni du produit scalaire standard go, (gi; = 0i;), alors pour tous fonction

différentiable f sur R™ et X = (X', ..., X™) un champ de vecteurs sur R™ on a

1.
" af 0
gradf = ; oxt Oxt
2L oF,
oxl’ 7 Oxm
2.
divX = HX.
i=1 Oz
B 8X1+
oxl 7 xm

3. /
e s
A(f) @57
“V
>
&
'O

S




3 Intégration des formes

3.1 Intégrales curvilignes

3.1.1 Intégrale d’une 1-formes sur d’un arc orienté

(Définition 1)

Soit 7 un arc orienté dans R? (c’est a dire une courbe dans R? muni d’un sens de parcours)
et w = a;(z,y)dzx + az(r,y)dy une 1-forme dans R?.
On définit 'intégrale de wle long de ny de la maniére suivante :

on choisit un paramétrage de CY\V :
la,b] 5 ¢ — 0(t) = (z(£),y(t))
compatible avec 'orientation de r’; Ona:

b
A - / ar(@(t), y(£)2'(t) + an(a (), y(8))y (t)dt

Remarque] |,

On voit que f? ar(z,y)dr + as(z,y)dy est égal a la circulation le long de KWx du champ de vecteurs

al(x7y)
aQ(x7y)

On déduit de cette remarque que fg{»w est indépendant du choix du paramétrage, tant qu’il est compatible

/w:_/“
~ ')
Y Y

On peut aussi définir lintégrale d’une 1-forme sur un arc orienté dans R®. Les arcs orientés dans R3

avec 'orientation. De plus on a :

sont définis exactement de la méme maniére que dans R? : on fize une fonction :

[a,b] >t — 0(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € R
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de classe C'. L’ensemble

C =0t € [a,b] CR?

est une courbe (ou un arc géométrique) tracée dans R3. Si on choisit un sens de parcours sur C', on obtient
m m
un arc orienté, noté encore 7. Un paramétrage [a,b] 3 t — 0(t) est compatible avec l'orientation de 7,

si O(t) parcourt Y dans le sens de la fléche quand t varie de a a b.

[Déﬁnition 2]

Soit v un arc orienté dans R?, et w := ay(z,y, z)dr + as(z,y,2)dy + az(z,y,2)dz une 1-
forme dans R?. On définit I'intégrale de w le long de KWx de la maniére suivante :on choisit un
paramétrage de arc(7y) :

la,b] 2t 0(t) = (x(t),y(t), 2(t))
compatible avec 'orientation de C;.On pose :

b
/;a = / ax(2(t), y(1), ()2 (£) + as (), y(£), 2(6)y'(£) + folw(t), y(t), 2(£) ' (t)dt

A nouveau l'inégrale est indépendante du paramétrage, tant qu’il reste compatibleavec ’orien-

tation.

Exemple
24,

Soit w = (x + y)dx + xydy un forme différentielle orienté par :

r:[0,2r] — R

t —— (cos(t),sin(t))

On a

’ —(cos(t) + sin(t)) sin(t) + cos®(t) sin(t)dt

5—
&
Il
S—

2

= | —eostsintte+ /0 " sin(1) + /0 " cos?(1) sin(t)dt

Il
S
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3.1.2 Intégrale d’une 2-formes sur une surface

On commence par le cas deR?. Dans R? une surface est simplement un domaine D C R?. On a vu

plus haut que dans R?, une 2-forme est toujours une expression

w=a(z,y)dx A\ dy

(Définition 3]

Soit D C R? un domaine de R?, et w = a(z, y)dx Ady. une 2-forme sur D. On définit l'intégrale

| [o=[ [ ate.pasdy

on remplace simplement dz A dy par dxdy.

de w sur D par :

Remarque} ,,

Attention comme dy A de = —dx N dy, le symbole dy N dx devient —dxdy quand on calcule 'intégrale

d’une 2-forme dans R2.

Passons maintenant au cas des 2-formes dansR?.
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[Déﬁnition 4}

Soit S C R? une surface orientée, c’est a dire une surface dans R?® avec un choix continu d’un

vecteur normal unitaire. Soit

w = aiodxr N\ dy + aszdy A dz + azdz N\ dx

une 2-forme définie dans un voisinage de S. On définit 'intégrale de w sur S de lamaniére

suivante :

1. On choisit un paramétrage de S :
Q> (t,s) — 0(t,s) = (a(t, 5), y(t, 5), 2(t, 8)) € R®

Q étant un domaine deR? (domaine des paramétres (¢, s)), compatible avec I'orientation

de S. On rappelle que ceci signifie que le choix du vecteur normal & S est donné par :

. 00 00
U(ta 8) = E(i@ 5) A %(ta S)

ol ici le symbole A désigne le produit vectoriel de deux vecteurs deR3.

2. On remplace dans ’expression de w :

fif@) — fij(x(t, s))
de —» %(t,s)dt—i—%(t,s)ds
dy — %(t,s)dt+%(t7s)ds
&z —s %(t,s)dwr%(t,s)ds

3. On a donc remplacé w par :

F(t,s)dt Nds

pour une certaine fonction F'.

[ [e= [ | P

4. On définit alors :
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3.1.3 Intégrale d’une 3-formes sur un volume

Comme les 3-formes sont nulles dans R? on ne peut intégrer une 3-forme que sur un domaine

(volume) de R3.

(Définition 5

Soit D C R?® un domaine et w une 3-forme sur D. On a vu que w s’écrit sous la forme :

w = ays(x)dz Ndy N dz

///Dw:_///Dam(%y,z)da:dydz

Comme pour I'intégrale d'une 2-forme dans R?, la régle est trés simple : on remplace simple-

On pose alors :

ment le symbole dz A dy A dz par dzdydz.

25. Calculons Uintégrale [ [ fv zdxdydz étendue sur le domaine V' limité par [’hémisphére

supérieure de centre O = (0,0,0) et de rayon R > 0. Puisque le domaine d’intégration V C R? peut. étre

défini analytiquement par ’expression :
V={(z,y,2) e R¥/0 < 2 < R? — 2® + 9, V(x,y) € D}

avec D = {(x,y) € R?/z*+y* < R?} désigne la projection du domaine V sur le plan Oxy, en appliquant

la formule de Fubini on peut écrire :

Na——
///zdxdydz = // (/ xdx)dydz
\% z2+y2<R? JO
= // (R? — 2° + y*)dydz
22 4+y2<R2
2T

R1 4
— / (/ LR~ ?yraryan = BT
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3.2 Formule de Green-Riemann

3.2.1 Formule de Green-Riemann pour les 0-formes

[Déﬁnition 1 j

Soit f : R®™ — R une fonction de classe C',n = 2, 3 est r’; un arc orienté Quand le paramétre

t parcourt [a, b] le point x(t) parcourt de A vers B la circulation du champ de vecteurs V f le

long de ? est définie par :

circ(Vf,AmB):[\vdf

N

FIGURE 3.1: Parc orienté 7y

(Formule de Green-Riemann pour les 0-formes)

Soit rvx: AB un arc orienté dans R”, n = 2,3 et f une fonction de classe C' au voisinage de
Y. Alors

/mdf — £(B) - f(A)

Si on calcule la 1-forme df,on obtient :

0 0
if = G (o )da + 5 (o
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L = [ Seumeo + 5 ao.vow o

’y

3.2.2 Formule de Green-Riemann pour les 1-formes

Le cas dans R?

Soit D C R? un domaine borné et D son bord, qui est une courbe fermée. On suppose le bord
orienté par D, c’est a dire que quand on parcourt 0D dans le sens de la fléche, le domaine D reste
a gauche. Il peut arriver que le domaine D ait des trous, dans ce cas le bord de D est la réunion de

plusieurs courbes fermées. On applique alors la méme convention pour orienter chaque courbe .

_ 3D

FIGURE 3.2: le domaine D et son bord orienté 0D

<
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(Formule de Green-Riemann pour les 1-formes)

Soit w une 1-forme de classe C! définie au voisinage du domaine D C R% On a :

foe=

De maniére plus concréte :

/ ai(z)dr + as(x dy—// aaQ —%dd
oD

/6 de+Qdy—//a—Q—a—dedy

ou encore :

oD

aD

FIGURE 3.3: le domaine D et son bord orienté 9D

Le cas dans R?

Regardons maintenant le cas n = 3. On se donne une surface orientée S dans R®. Le bord S de S
est une courbe fermée. On oriente 0S5 de maniére compatible avec 'orientation de S On se donne une

1-forme w de classe C! définie au voisinage de S.

(Formule de Green-Riemann pour les 1-formes)

Soit w une 1-forme de classe C'! définie au voisinage de la surface S C R?. On a :

fuo= S L
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FIGURE 3.4: la surface S et son bord orienté 0.5

3.2.3 Formule de Green-Riemann pour les 2-formes

On se place en dimension 3. Soit D C R?® un domaine (volume) borné. Son bord 9D est une surface
fermée. On suppose que 0D est orienté par D, c’est a dire~que le vecteur normal en un point de 0D

pointe vers 'extérieur de D

(Formule de Green-Riemann pour les 2-formes)

Soit w une 2-forme de classe C! définie au voisinage du domaine D C R3 . On a :

Soit V un champ de vecteur de R? de composantes respectives notées

P(z,y) = —yz’etQ(z,y) = zy°

On définie D = {(z,y) € R? 2% + y* — 2y < 0}
Notons 'y le bord de D orienté dans le sens trigonométrique

1. Calculer fm Pdz + Qdy.

2. Caleuler [ [ (%2(z,y) — %—];(x,y))dxdy.

3. Conclusion .

L 22 +y*-2y=0&22+(y—1>-1=0

On reconnait ’équation d’un cercle de cuenbtre A(0,1) et de rayon 1, D est donc le disque de
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centre A et de rayon 1 privé de sa frontiére.

2. Une paramétrisation admissible de 'y est donc t € [0,27] ,
x(t) = cos(t),y(t) = 1 + sin(t)
On obtient alors

dr = —sin(t)dt
dy = cos(t)dt

/ Pdx+Qdy = —((1 +sin(t)) cos® t),{t + cos®(t)(1 + sin(t))*dt
Ty

[
J

(cos®(t)(1 + sin(t 2sin(t

" cos?(t)dt + @cos%t) sin(t)dt + /027T 2 cos?(t) sin®(t)dt

2

= [t+005(t) Sln(t)] W% COSQ(t)] zﬂ + [cos(t) sin(t)—i—thsin(t) cos3(t)]0
: Y

7 'QC,@
)
3. On passe en coordonnée polaz’re,eé baobtient
x = pcos(6)

y =1+ psin(0)
ou (p,0) € A =[0,1] x [0,27] . On rappelle que le Jacobien est

cos(f) —psin(0)

‘J(p,@)’z sin(f)  pcos(0) 7

Ap’l es calcule , On obtient
6 Q 61 2 2
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3.

Notons f(z,y) = x> + y* alors on a

//Df(:r,y)dxdy = //Af(pcos(e), 1+ psin(6) ’J(P, 9)‘ dpdf

// f(pcos(0),1+ psin(6) ‘J(p) 9)‘ dpdf = % cos?(0) + (1 + psin(0))?pdpdd
A

/ (p* + p + 2p*sin(0))dpdf
(2 (+p) + 2p° [— cos(@)] ZW dp

1
2 (p + p*)dp

I
o\o\\\

1 1
= (==
(37
3T
2

4. Le résultat était bien sur attendu . C’est la formule de Green-Riemann .

3 Théoréme de divergence

[Déﬁnition 1 ]

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. On appelle mesure de volume Rieman-

M

nienne, notée v ou v9, la mesure définie localement dans un repére par

oM =\ [det(gi;) dx' A ... A dz"

Exemples . o ) . .
2. On considére la variété R® muni des coordonnées cartésiennes (x,y) on a

et,

go = d$2 +d3/27

v9 = \/det(g;;) de N dy = dx A dy
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On Consideére la sphere S? muni de la métrique

g = db® + sin*0 dp*

alors,

v? = 4/ det(gi;)dO N dp = |sin 6| dO N dy

,—(Proposition 1}

(Théoréme de divergence). Soit D un domaine compact a bord dans une variété Riemannienne

(M, g). Soit w 1-forme et X un champ de vecteurs, définies sur un voisinage inclue dans D.

Alors
/(dz’vw) oM =/ w(n)v?? et /(div X)oM =/ g(X,n) 9P
D aD D oD

ot 0D est le bord de D et n = n(x) est le vecteur unitaire normale a 0D.

=
AD

r—(Corollaire 1)

Pour tout w une 1-forme et X un champ de vecteurs a supports compact dans un domaine

D, alors

/(divw)sz() et /(de)szo
D D

O

S




4 Champs de vecteurs

4.1 Formule de Green-Riemann dans le language des champs de

vecteurs

Identifications

On suppose dans cette section que n = 3. On fixe les identifications suivantes :
1. on identifie une O-forme (une fonction) avec elle méme.
2. on identifie une 1-forme

w = ai(x)dr + az(z)dy + as(r)dz

avec le champ de vecteurs :

a1 ()
az(z) (4.1)

as(x)

<y
|

3. on identifie une 2-forme :

w = a2(x)dt.= Ndz + ags(x)dy A dz + az (x)dz A dx

avec le champ de vecteurs :
arz(x)
T=| am(x) (4.2)
asi(x)
4. on identifie une 3-forme :

w = ays(x)dz Ndy N dz

avec la fonction

r — ayo3(7) (4.3)
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Divergence et rotationnel

Sur les champs de vecteurs il existe deux opérations naturelles, la divergence et le rotationnel. Si

v ()

T —>0

v ()

vs()
est un champ de vecteurs de classe C*, la divergence de ¥ est donnée par :

3
8Ui

oz, %)

divy =

=1

qui est une fonction de R®. On utilise aussi souvent la notation naturelle
divv = Vv

ou il faut comprendre le symbole V comme le 'vecteur’ d’opérateurs de dérivées partielles :

Le rotationnel de ¥ est donné par :
Ovs
Oxo
Py g— ovy E
rotv oo () — 522 ()
vz
ox1

qui est un champ de vecteurs sur R3. Le notation naturelle correspondante est :
rotv =V AU

ou le symbole A désigne ici le produit vectoriel des deux vecteurs V et v.
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4.1.1 Flux d’un champ de vecteurs :

Soit V = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, z)) un champ de vecteurs. On appelle Flux de V & travers la

//E(V.ﬁ)da://Dx?Ndudu

ou N est le vecteur normal associé a la paramétrisation et 1 =

Exemple
2.

Calculer le flux du champ de vecteurs V(x,y, z) sortant a travers la demi-sphére ¥ d’équation z > 0 et

surface X l;intégrale :

=

=

2+ 4+ 22 =1

On paramétrise la demi sphére par

.
T = COS U SINv

Yy = sinusin v

O—(Uav): 2 = COSV

u € 10,27]
s
\U & [0, 5]
Le vecteur normal sortant se calcule par

g_x 9z COS.U/COS U —sinusinv cos u sin® v

v ou
% A g—z = | sinucosv | A | cosusinv = | sinusin?v
% 0z —sinv 0 sin v cos v

v ou

On obtient pour le flux :

27 3
gb://sinvdudv:/ du/ sinvdv = 27
b 0 0
Exemple
2.

Calculons le flux sortant du champ de vecteur ‘7(:17, y,2) = (1,y,2) € R3 a travers le tetraédre o limité
par les plans :x = 0,y = 0,2 = 0 etx +y + 2z = 1. Puisque le thétradiére ¥ admet quatre faces

Agy, Az Ay, et A le flux sortant du champ de vecteurs V' est donc égal a la somme des flux sortants
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a travers les quatre faces du thétradiére Y3 :

//v@:// V@+// Vﬁ+// Vﬁ+//ﬁ$
) Azy Azs Ayz A

1. Fluzx sortant a travers les faces Ayy, Ay, et Ay,
Puisque le vecteur normal unitaire sortant de la surface A,y est égal a —k et comme Uélément
infinitésimal de surface de A,y est donné par dS = —/Zda:dy , on déduit donc que le flux sortant

du champ de vecteurs V, travers A, est donné par,
// V.dS = // —zdxdy =0
Agy z+y<1l,2=0

De la méme fagon, on montre que le flux sortant du champ V a travers les faces Ay, et A, sont

// V.dS = // —xdxdy =0

Ayz y+z<17x:0

// V.dS = // —ydxdy =0
AN z4+2<1,y=0

2. Fluz a travers la face A d’équation x +y+z2z=1, x>0,y >0 et z > 0.

parce que sur Agy, z =0

donnés par :

En paramétrisant la face A par o(z,y) = (z,y,1 —x —y) on voit que son élément infinitésimal de

surface est égal a,

dS =11 0 —1|dedy = (i+7]+ k)dzdy = VdS = (z + y + 2)dedy = dzdy
01 -1

Ainsi, en conséquence de ci qui précéde, on conclut que le flux a travers la face A du tetraédre 3

N 1 11—z 1
//V.dS:// (:v—l—y—l—z)d:zdy:/ (/ dy)dx = =
A e+y<1 o Jo 2

3. Le flux total sortant du champ de vecteur V @ travers le tetraédre X est donc égal a,

//Vﬁ:// V£+// V@+// V@+//V£el
) Azy Azs Ayz A 2

est égal a,
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4.2 Formule de Stockes-Ampeére

.(Stockes-Ampére)
Soit S le bord orienté de la surface ¥ de paramétrisation v : ¢t — (t) alors on a la formule

dite de Stockes-Ampére :
Voydt = / / (rotV . N dudv
b

0%
Cette formule dit que la circulation d’un champ de vecteurs V le long du bord orienté d’une

surface ¥ est égale au flux du rotationnel de V a travers cette surface .

29. Calculons lintégrale curviligne de la forme différentielle,

w= (Y + 2Adx + (2* + Ddy + (2* + y?*)dz

le long de la courbe fermée C définie comme lintersection du plan x+y+z = 1 et le cylindre 2> +1y* = 2.
Pour calculer [intégrale curviligne fcw. nous allons appliquer au champ de vecteurs, et a la surfacé

orientable X découpée par le cylindre x> + y> = 2x sur le plan x +y + z = 1. Notons bien que le~bord

ox =C.

Si on applique la formule de Stokes a ces données on obtient :

fcw _ ]izd;://zmt@)

_ %//A[@—z)h(y—mﬁ(x—y) 74 7 + Fldudy

il
= — Odxdy =0
V3 A

ot A désigne la projection de la surface ¥ sur le plan Oxy.




4.2 Formule de Stockes-Ampére 89

:Formule de Green-Ostrogradsky
Soit K un domaine fermé et borné de R3 et limité par une surface orientée ¥ qui est précisé-

ment le bord orienté de K : 0K = ..

Soit V un champ vectoriel de classe C! sur K. On a la formule dite d’Ostrogradsky :

/Amez//Amemk

Cette formule dit que le flux de V sortant a travers la surface fermée X est égal a la 'intégrale

de la divergence de V dans le volume délimité par la surface.

~
30. Calculer le flux du champ de vecteurs V(x3,y3, 23) sortant a travers la sphére 3 d’équa-

tion 22 + % + 22 = 1 en passant par le calcul d’une intégrale triple.

On calcule d’abord

DivV = —— 4 ==
wV 8x+8y+

///aﬁ+ﬁ+ﬂmww
\%

sur la boule V' d’équation x*® + y* + 22 < 1. En passant en coordonnées sphériques :

ord oy 923
-+ 8—223(x2+y2—|—z2)

Puis on calcule ["intégrale

(
x =rsinpcosf

y =rsinpsind

Z=TCcosy

r € 10,1],0 € [0,27],¢ € [0, 7]

¢:///3r2r2 sin pdrdfde
1%
1 2m s 192
gb:/ 3r4dr/ d@/ sin pdp = —m
0 0 0 5

\

On obtient :
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4.3 Théoreme de Ostrogradski-Gauss

Soit V = Pi + QJ + RE un champ de vecteurs de classe C' définit sur un ouvert non vide
U C R3 Si D C U est un domaine élémentaire dont le bord (frontiére) 9D = ¥ est une
surface fermée orientable alors le flux sortant du champ de vecteurs V a travers la surface

> = 0V est égal a l'intégrale triple de la divergence du champ V au-dessus du domaine D :

/ /E V.dS = / / /V Div(V)dwdydz

31. Calculons le flux du champ de vecteurs V =(z%/— x)i — xyj + 32k a travers la surface

fermée X limitée par les surfaces d’équations cartésiennes :
z=4—y2,x=0,=3

et
2= 10

. Pour calculer le flux demandé nous allons appliquer la formule de Gauss-Ostrogradsk:.

Considérons le sous-ensemble H = (z,y,2) € R3/0 <2 < 3,0 < 2<4—1y2 dont le bord est égal a la

surface fermaée orientable ¥ = OV, et puis; appliquons la formule de Gauss-Ostrogradski aux données

V.S etV o:
/ /E V.ds = / / /V Div(V)dxdydz
_ / / /V (2 — 2)dedyd=
- | K / K / - e

= [ e-nu- i

9 8
= 6-5)8-5)=8
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4.4 Théoréme de Frobenius et applications

4.4.1 Formule du gradient

On rappelle que I’élément d’aire le long de la surface r : D C R? — R3 est

s — ’ dudy

or or
ou A v

ou les (u,v) sont les éléments de D, c’est a dire les paramétres de la surface. On rappelle aussi que

I’élément vectoriel de surface est

—

— Or or
dS = SLANGE dudv

Cet élément permet aux physiciens d’écrire une formule concise duflux
B(B,r) = / £.ad3
T

et permet de définir des intégrales vectorielles de la forme fr f.de'.

(Définition 1)

Soient D une partie quarrable de R?, r : D — R? une application de classe C' et f : 7(D) —

R une fonction continue. On définit I'intégrale vectorielle surfacique de f par

/f.d“S:/Df(r(u,v)) 122 A 2| dud

Soient M une sous-variété de R3 orientée de dimension 3, OM le bord orienté de M et f :

M — R une fonction de classe C!. Alors

/ grad(f)dv = [ f.dS
M

oM

Comme d’habitude, dV = dzdydz.
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Preuve .

Soit @ € R3. On a
( faMfdjg)’ﬁ:

A la premiére étape on a fait entrer le vecteur dans I'intégrale (le lecteur vérifiera que cela est correct).

fids = / div(f@)dV
M

oM

On fait ainsi apparaitre le flux de fu . La deuxiéme ligne est 'application de la formule d’Ostrogradski.

La formule de Leibniz donne ici
div(fu) = grad(f)u + fdiv(d) = grad(f)ud

d’ou
( oM )u /Mgra ( )u (/]V[ o ( ) )u

Le résultat découle alors du fait que cette égalité est vraie pour tout @ € R3. [

4.5 Formule de rotationnel

Soient M une sous-variété de R?® orientée de dimension 3, OM le bord orienté de M et F :

M — R un champ de vecteurs de classe C!. Alors

/ FAdfs*:—/ rotEdV
oM M

Preuve .

C’est la méme démarche que pour la formule du gradient. Soit @ € R3. On a

(/ FAdTS).a:/ (F AdS).a
oM oM

or

(FAdS).@ = [F,dS,
= —[F,,dS)]

—

= —(FAu)dS
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d’oul

(F A @)dS
M

div(F A u)dV

(FAdS)@ = —

—

S

(drotF' — Frotid)dV

urot FdV

S

= —([ rotFdV).u

o

>y
4.6 Formule de Kelvin @7

-~ Théorém 1 C’\]

Soient ¥ une surface orienté de R3, 9% le bord orienté de ¥ et f : ¥ — R une fonction de

classe C'. Alors

fcﬁ = —/gmdf/\dTS’
% )

NG
)

La méthode est la méme que pour les formules du gradient et du rotationnel. Soit @ € R3. On a

(| fd).a = fidl
ox ox

= o(fi,0%)

= / rot(fi).dS
)

_ / (gradf AT+ frot(il))dS
Y

= /(gradf/\ﬂ')dTSV
b

= —/(gradf/\d_S)ﬁ

b))

= - df A dS)i

[ ot 0853
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d’ott le résultat (& la troisiéme ligne on a utilisé la formule de Stokes, et a la sixiéme nous sommes passés

par le produit mixte [gradf, i, de'] n

4.7 Les équations de Maxwell

Les équations de Maxwell peuvent étre considérées comme les postulats de 1’électromagnétisme.
Ces équations traduisent le comportement des champs électrique et magnétique. Nous noterons

— m = (z,y,z) un point de l'espace physique identifié¢ a R?,

— t un instant donné (on suppose qu'un chronomeétre a été déclenché a l'instant zéro),

p(m,t) la densité volumique de charge en m a l'instant

— j(m,t) le vecteur densité de courant en m a U'instant/t,

— E(m,t) le champ électrique en m a l'instant t;

— B(m,t) le champ magnétique en m a I'iustant ¢ (les physiciens utilisent un pseudo-vecteur),
— ¢ la permitivité diélectrique du vide;

— 1o la perméabilité magnétique du vide

Rappelons les relations élémentaires permettant de comprendre & quoi correspondent ces quantités :

1. Force et champ FE :

F(m) est la force diie au champ E s’exercant sur une particule située en m = (z,y, z) dont la

charge électrique est notée q.

2. Charge totale : la charge électrique d'un volume M est égale a
QM) = / pdzdydz
M

3. Intensité : si ¥ est une surfac (penser a la section d’un fil électrique par exemple), l'intensité de
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courant [ traversant Y est égale a
I= /j.dfs* = &(5, %)
b

4. Travail et tension : la tension électrique U est égale au travail W de la force électrique sur une

particule chargée, divisé par la valeur q de la charge :

W
U=—
q
Les équations de Maxwell sont :
1. Maxwell-Gauss : divE = %
2. Maxwell-Thomson :divB = 0
: _ _ 0B
3. Maxwell-Faraday : rotk/ = —<7
N | _ OE
4. Maxwell-Ampére : %rotB =Jj+eo%
4.7.1 Equation de Maxwell-Gauss
divk = 1
€0

Nous allons voir deux conséquences de I’équation de Maxwell-Gauss. Soit M est une sous-variété de R3.

On oriente OM grace a la normale sortante. Alors, d’apreés la formule d’Ostrogradski, on a

/ E.dS = / divEdV
oM oM

1
= — | plz,y,2)dzdydz
€0 Jm

QM)

€o

. Théoréme de Gauss. Le flux éléctrique sortant d’une surface fermée OM est égal a la

charge électrique totale contenue a l'intérieur de cette surface divisée par &.

On déduit aussi le
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. Loi de Coulomb. Le champ électrique crée en le point m = (z,y,z) par une charge

ponctuelle ¢ située a l'origine est

__ 47
Arrey

E(m)

om

our=0m et e =g~

. La symétrie sphérique implique que E s’écrit

ou r =r(m) = Om.Autrement dit E est radial et ne dépend que de'la distance a O. Soit S la sphére de

centre O et de rayon r. D’aprés le théoréme de Gauss, le flux sertant a travers S est

/E@:i
S €0

Nous savons par ailleurs que dS = dSe,, d’ou

[ s = Genase)

- /S f(r)ds

= 1) [ as
= f(r) x 4mr?

On en déduit le résultat par identification. [

4.7.2 Equation de Maxwell-Thomson

divB =0

La divergence de B étant nulle, on a forcément ®(B,0M) = 0, d’aprés la formule d’Ostrogradski.
Autrement dit : il y a autant de flux entrant que de flux sortant a travers une surface fermée.
Ainsi, il ne peut pas y avoir de sources ponctuelle pour le champ B, contrairement au champ électrique.

Ceci exclue I'existence d’'un monopodle magnétique. D’ailleurs nous savons tous qu'un aimant oridinaire
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posséde deux podles (un nord et un sud) et que le fait de le couper en deux crée deux nouveaux aimants

avec deux poles chacun.

On déduit aussi de cette équation que B dérive d’un champ de vecteurs :
B =rotA

Nous savons que A n’est pas unique et que tout potentiel vectoriel de B s’écrit A + gradf, ou f est une

fonction de classe C2.
4.7.3 Equation de Maxwell-Faraday

0B
tE = ——
ro 5

Si on remplace B par rotA, cette équation s’écrit

rotll = —grotA
ot

et puisque les opérateurs % et rot commutent (le lecteur devra le vérifier), cela équivaut a

0A
B+ -
rot(E + T 0

d’ott I'on déduit 'existence d’un potentiel scalaire V' tel que

A
+ gradV

E—=_-=
ot

[Proposition 1 ]

. Expression de E. Si A est un potentiel vectoriel du champ magnétique, alors il existe un
potentiel scalaire V' tel que

A
+ gradV

E=_"
ot

Cette formule montre que la variation du champ magnétique crée du champ électrique.
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Proposition 2}

. Si on remplace A par A + gradf, il faut remplacer V par V + % dans la proposition (3.4.1)

Preuve .
. Posons

A" = A+ gradf
D’apres I'équation de Maxwell-Faraday on a

0A'

t(E =0
rot(E + pr )
c’est a dire
0A af
B4+ == Iy =
rot(E + 5 grad( 5 ) =0
d’ou I'existence d’un potentiel scalaire W tel que
0A af
AW =F 4+ — d(—==
gradW +8t + gra (3t)
c’est a dire
of
gradW = gradV + gmd(a)

d’ou

W=V+ 88—{ + constante

A~ A+ gradf

af
Voo~ V+E

divA =0

Cette équation est appelée contrainte de jauge de Coulomb.

<

N
Q
S

'O

2

m Lorsque l'on change de potentiel A, on dit que i’on change de jauge :

Il existe une théorie de jauge. Les physiciens choisissent souvent le potentiel A vérifiant la condition
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[Proposition 3]

. Effectuer le changement de jauge de Coulomb équivaut a chercher f telle que
Af =—divA
Cette équation s’appelle : « équation de Poisson du potentiel vecteur ».

P . : .
. On suppose que A est un potentiel vectoriel de B. On cherche a remplacer A par A" =

A + gradf vérifiant la contrainte de Coulomb, a savoir divA’ = 0. On a

divA" = div(A+ gradf)
= divA + div(gradf)
= divA+ Af

d’ou le résultat. a

Nous savons que toute particule de charge q placée dans un champ électrique E est soumise a la force
F(m) = qE(m)

oum = (z,y, z) est la position. Le travail de cette force le long d’un chemin « est

W:/F.d"z
:q/E.cﬁ

= q/rotE.cfl

b

aB d

- ¢ £

) AT

dd(B,Y)

= —¢> | Bd=

Tat ) T

o X est une surface bordée par o et (B, X) est le flux de B a travers cette surface. Or nous savons
que

W =qU




4.7 Les équations de Maxwell 100

si U désigne la différence de potentiel. Ainsi la variation de B dans le temps équivaut a une différence

d®(B,Y)

o ou si l'on préfere :

de potentiel égale & —

Loi de Faraday. La variation du champ magnétique engendre la force électromotrice

d®(B,Y)

U=—
dt

Cette loi explique que la rotation d’une dynamo engendre un courant électrique.

4.7.4 Equation de Maxwell-Ampére

1 (B — it OF
—7rotB = j + gg—x
Ho Y

Cette équation permet de trouver une expression de la cireulation de B le long du bord 9% d’une surface

DI
/ B.dl = /rotB.d_S
B> b

= / (0 + o022 ) 45
DY

= Mo/]ds—i—ﬂoé“o/—ds

dd(E,Y)

= I
ol + pogo 7
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