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Variétés différentiables

Définition
M est une variété topologique si:

1) M est un espace topologique séparé .
2) Pour tout p € M il existe un ouvert U de M contenant p, est un homéomorphisme.

p:U— WCR"

ou W est un ouvert de R”

Nous dirons que n est la dimension de M. Le couple (U, ¢) est une carte locale.
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Variétés différentiables

Définition
Un homéomorphisme est une application continue et inversible dont I'inverse est continue .

On dit que f : M — N est un difféomorphisme de classe C* sif et f~! sont de classe C*> .

Une carte de dimension n sur V est un couple (U, ¢) formé de
@ unouvertU C V.
@ un homéomorphisme ¢ : U — ¢(U) C R".

Louvert U est le domaine de la carte. Pour p € U, ¢(p) = (x'(p), ...,x"(p)) € R" : ¢ est ce que I'on

appelle une fonction coordonnées. Un point de V peut appartenir a deux domaines différents

correspondant a deux cartes (U, ¢) et (w, ¥).
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variété différentiable

Définition
Deux cartes (U, ¢:),(Uj, ;) sont dit compatibles si 'une des deux conditions suivantes est vérifie:

Q@ UNU#0D

@ l'application de changement de cartes

©; 0 goj_l : (pj(U,' n U]) cR" — gDi(U,' N Uj) c R"

est un difféomorphisme de classe C*°.
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variété différentiable

Un atlas A = {(U;, ¢:) }ic; de M est une famille de cartes telle que
QO M= Uiel Ui.
@ Toutes les cartes ont méme dimension .
© Toutes les cartes sont compatible entre eux.

Une structure différentiable de dimension n sur V est une classe d’équivalence d’atlas de

dimensionnde V . )
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Variétés différentiables

Lespace R":
R” est une variété différentiable de dimension n pour I'atlas a une seule carte (R",id) Lespace R:
Tout espace vectoriel E de dimension finie (dim(E) < oo) est une variété différentiable .

¥ : E — R définit un atlas (E, ¢)).De méme tout ouvert U < E de I'espace vectoriel est également
une variété, 'atlas étant (U, ) .
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Variétés différentiables

Exemples
Les projection stéréographiques:

La sphére standard S” est I'ensemble
§"={U eR"/|U|| = 1}

En tant que sous-ensemble de R"*!, elle est muni de la topologie induit par celle de R**!: c’est la
topologie dont les ouverts sont de la forme U = Q(S", ol © un ouvert de R"*!.On obtenir un atlas

différentiable, nous considérons les projections stéréographiques
©N Uy = Sn\{N} — ]Rn,cps :Ug = Sn\{S} — R"

de centre N = (0, ...0, 1) et S(0, ...,0, —1) respectivement. Ces projections sont illustrées la figure
suivante ou I'espace R” est identifier avec I'ensemble {x = (x, ..., x,11) € R""\x,,; = 0}.Les
equations pour x = py(u) ety = (vs(u) sont (1)

ui 25

q = i=1,...,n
’yl 1+un+1’ b b

Xi =
= Un—1
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Variétés différentiables

Exemples
Les application de changement de cartes sont données par

_ 1 - n
QOSOSDNI(X):W'xagONOSDSI() || ||2y7xy€R\{0}

I'atlas A formé par les deux cartes (pn, Uy) €t (ps, Us) est donc différentiable.
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Variétés différentiables

Exemples

Variété produit M x N:

Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m et n et d'atlas (U, ¢(a) ,(Vi, ¥p)
respectivement. Alors I'espace produit M x N est une variété de dimension m + n dont la structure

différentiable est définie par 'atlas formé de toutes les cartes de la forme U, x V,,, ¢, ,0u

(%a X ¥0)(P,q) = (¢a(p), ¥5(q)) € R™™.
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© Application différentiable
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Variétés différentiables

Définition
Une application f : X — Y entre deux variétés est différentiable si pour tout x dans X il existe des

cartes ¢ : U — R" et : V — RP autour de x et f(x) respectivement telles que 1 o f o o~ ! est

différentiable . On dit que :

F:zbofocp_l:@(U)ER"—H/J(V)GRP

est I'application lue dans les cartes (U, ¢) et (V, ).
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e Quelques propriétés des applications différentiables:
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Variétés différentiables

- Toute application différentiable est continue.
(Car sur tout ouvert de carte Uona Fly =~ ' o (o Fo 1) o P).

- Soit [ J;, un recouvrement ouvert de M. Alors f est différentiable si et seulement si
chaque restriction F|U; , i € U;, I'est

- La composition d’applications différentiables est différentiable. En effet, soient
fM—M,G:M — M etGof:M—M".
Alors, dans des cartes de M, M etM",
¢ 0(Gof)op =(p 0Gop ) o(p of o)
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