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4 Préface

es méthodes numériques sont des techniques mathématiques utilisées pour résoudre

des probléemes complexes impliquant des calculs numériques. Elles sont largement utilisées
dans de nombreux domaines, tels que la physique, l'ingénierie, les sciences sociales,
I'informatique, 1'économie, la finance, etc.

C e polycopié a pour objectif de présenter les principales méthodes numériques utilisées pour
résoudre des problemes courants en sciences et en ingénierie. Les méthodes numériques
étudiées dans ce polycopié incluent la résolution d'équations non linéaires, l'interpolation et
I'approximation de fonctions, l'intégration numérique, la résolution d'équations différentielles
ordinaires et la résolution de systemes linéaires.

e contenu de ce polycopié est organisé de manieére a offrir une compréhension théorique

des concepts de base des méthodes numériques, ainsi qu'une exposition pratique
des algorithmes associés. Le polycopié est destiné aux étudiants des premiers cycles universitaires
en sciences et en ingénierie, ainsi qu'aux professionnels qui cherchent a appliquer les méthodes
numeériques a des problemes concrets.

Nous espérons que ce polycopié sera utile pour les étudiants et les professionnels qui
cherchent a comprendre et a utiliser les méthodes numériques. Nous remercions tous
les enseignants et les chercheurs qui ont contribué a la réalisation de ce polycopié et nous
espérons que cette ressource sera utile pour les générations futures.
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(1. Introduction

Les équations non linéaires sont des équations mathématiques qui ne peuvent pas étre
résolues par des méthodes algébriques classiques telles que la factorisation ou les équations
linéaires. Nous nous intéressons a l'approximation des zéros d'une fonction(non linéaire) réelle
d'une variable réelle, c'est-a-dire, la résolution approchée du probléme : trouver x € R tel que :
f(%) = 0 Pour lesquelles des solutions exactes de ce type d'équation ne sont pas
connues. Toutes les méthodes que nous allons présenter sont itératives et consistent donc en
la construction d'une suite de réels (x*)), k € N telle que :

. k) _ ~
lim 2 = (L01)

Théoréme 01. — Théoréme de la valeur intermédiaire

Soit un intervalle non vide [a, b]de R et f une application continue de [a, b] dans R vérifiant
f(a) x f(b) <0 Alorsil existe X € |a, b tel que f(X¥) = 0.

— Corollaire 01. — Unicité de la racine

Soit f : I = [a,b] = R une application continue telle que :
fl@)xf(b) <0
= C'est-a-dire que f(a) et f(b) sont non nuls et de signes opposés. Alors il existe X €]a, b[
telque f(X) = 0
= Si de plus f est strictement monotone, X est unique.
f(@)x f(b) <0=> 3% €la,b] | f(X) = 0
f(a) X f(b) <0 A fmonotone = 3A!X€la,b][ | f(X) =0

® f(a) X f(b) > 0 On ne peut rien conclure
1.1. Localisation des racines d'une équation

Une facon de localiser les racines d'une équation est de tracer la fonction correspondante sur
un graphique et d'identifier les points ou la fonction coupe 1'axe des abscisses (I'axe horizontal).
Cela peut étre utile pour visualiser les solutions possibles, mais peut ne pas étre pratique pour
toutes les équations.

Soit une équation f(x) =0 dont on cherche la solution sur un intervalle [a,b],
on commence par un tracé grossier de la fonction sur l'intervalle donnée puis on isole chaque
racine dans un sous intervalle le plus étroit possible.

Si le tracé est assez compliqué en décomposé la fonction en deux fonctions. Les racines sont
situées a l'intersection des fonctions.

Exemple n=01
Séparer les racines de 'équation
f(x)=x*+4x+2=0

Solution
Puisque f(x) est un polynéme de degré 4, alors I'’équation donnée possede au plus 4 racines.
En annulant la premiere dérivée on trouve :

ffx)=4.x3+4=0=x=-1

x — -1 + \ >
£ -0+ \
AN
_1 -
On voit que le nombre de changements de signes def(x)entre —o et + o est égal a deux.
Par conséquent, nous affirmons que I'équation f(x) = 0 n’admet que deux racines réelles.
f(—2) = 10 Cequidonne: f(—2) X f(—1) = —-10 < 0donc: x; € [—2,—1]
\| f(0) =2 Cequidonne: f(—2) X f(0) = —-2<0donc: x, €[—1,0]

Polycopié : Méthodes Numériques
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(2. Méthodes d'encadrement
2.1. Méthode de dichotomie (méthode de la bissection)

Cette méthode consiste a diviser continuellement un intervalle
qui contient une racine jusqu'a ce que la racine soit trouvée avec une 4
précision suffisante.

La méthode suppose que la fonction f est continue a

I'intervalle[a, b], n'admet qu'un seul zéro x, € |a,b| et vérifie Qo Xo %
f(a) x f{b) < 0. L 1 7 b
Le principe de la méthode est de trouve le milieu de l'intervalle de
départ et on évalue la fonction f en ce point.

X, = (a, + by)/2 (1.02)

Nombre d’itération
Puisque chaque fois on divise I'intervalle en deux parties égales, on a :
b _ _bn_an_bn—l_an—l_.“_bO_aO
n+1 an+1 - 2 - 22 - - 2n+1

Il faut que la différence |x,, — X|qui est I'erreur du calcul soit inférieure a une précision donnée ¢,
c’est-a-dire :
|x, — %| < e = (by— ap) /2™ (1.03)
Cela donne : n = In(by —ay/€)/In 2

Critéres d'arrét

Pour construite x® par la méthode itérative, il faut introduire un critére d'arrét pour
interrompre le processus itératif lorsque l'approximation courante de X est jugée satisfaisante.
Pour cela, on a principalement le choix entre trois types de criteres :

01-Imposer un nombre maximum d'itérations ;
02-Controle de l'incrément :

|x®) —%| <& >0 (L04)
03-Controler le résidu :

[f(x®)] < e (L05)

Exemple n=02

On considére la fonction a valeurs réelles f(x) = 4e*/* — 6 dans l'intervalle[0,4].

01) Montrer qu'il existe un zéro % pour la fonction f dans l'intervalle [0,4] , et trouver X
de facon analytique ;

02) Déterminer le nombre d’itération pour résoudre d’équation pour ¢ = 1072,

03) Trouver la racine x,, pour € = 1072, on appliquant les critéres d’arrét :

= Controle de l'incrément ; Controler le résidu.
Solution
(1) Unicité de la solution

f(0)=-2<0
Ona{f(4):4e—6=4.8731>0 fO)x f(4) <0

f Etant continue, alors 3% € [0,4] | f(x ) =0
Comme f est croissante = 3I!'X¥ € [0,4] | f(X¥) =0
= Résolution analytique
4e*/* —6 =0 = x = 4In(3/2) = 1.6219
(2) Nombre d’itération
n=>1In((b; —a,)/e)/In2 = 8.6439
doncn=9

N J
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N\

(3) Résolution
n | an(=) | by (+) | [by —an| | x = (a+b)/2 | Signe f(x) lf Gl Graphe
0] o 4 4 2. (+) 10.59] di
1] o 2 2 1, (=) |—0.86] |
2| 1 2 1 15 (=) |—0.18] | .|
3] 15 2 0.5 1.75 (+) 0.195] | |
4] 15 1.75 0.25 1.625 (+) 10.005] < ¢
5 1.5 1.625 0.125 1.5625 (-) |—0.09] i
6 | 1.563 | 1.625 0.062 1.594 (-) |—0.04] or
7 | 1.594 | 1.625 0.031 1.6095 (=) |—0.02] al
8] 1.609 | 1.625 | 0.016 1.617 (-) |-0.01] | . | L |
9] 1.617 | 1.625 | 0.008< ¢ 008 e Ee 838
+¢ Critere d’arrét controle de I'incrément
|bg — aq| = 0.008 < 10% = ¢; d’ou la racine approchée vaut xg = 1.617; nbr d'itérations i=9
% Critére d’arrét : controéle du résidu.
|f (x,)| = 0.005 < 102 = ¢; d’ou la racine approchée vaut x, = 1.625; nbr d'itérations i=5

2.2. Algorithme de Bissection
1| Entrées: f;n=1;a,=a; b, =b;¢e
2 | Vérification du critére d’arrét :
> |Xpe1 — Xn| < €, Aller a l'étape 6.
o Sinon continu.
3| Oncalculc, = (a, + b,)/2
4| Sif(x,)e, x, estlaracine de I'équation et le probléme est résolu.
**Si (x,) # 0, nous regardons le signe f (x,) X f(a,) :

f(x,) X f(a,) <0 Etalorslezérox = €la_n,x_n | etonposeb,,, = x, eta, = a, ;

f(x,) X f(a,) >0 Etalorslezérox = €]x_n,b_n [ eton posea,,., = x, et b, = by,.
5| Nouvel itération :n = n + 1 Aller a I'étape 2
6 | Fin

3. Méthode des approximations successives ou du point fixe

Elle consiste a trouver un point fixe d'une fonction, c'est-a-dire un point ot la fonction est égale
a elle-méme. Plus précisément, supposons que l'on cherche a résoudre 1'équation non linéaire f(x)
= 0. La méthode du point fixe consiste a réécrire cette équation sous la forme x = g(x), ou g(x) est
une fonction arbitraire. Cette fonction peut étre choisie de différentes manieres, mais elle doit
satisfaire certaines conditions pour que la méthode fonctionne.

Théoréme 02.

Soit [a, b] un intervalle non vide de R et g une application continue de [a, b] dans lui-méme.
Alors, il existe un point X de [a, b], appelé point fixe de la fonction g, vérifiant g(x) = &

Le principe de la méthode du point fixe consiste a transformer, A g

la fonction f(x) =0,f:[ab] >R, en une fonction g(x)= x. Y |

La fonctiong:[ab] - R , est construite de fagon a ce que [

X I

g(x) = xquand f(x) = 0. I
Trouver la racine de f(x), se résume donc a déterminer un : X
X € [a b] tel que: 5

- - N
g(x) =% (06) .

Pour pouvoir choisir la forme de « g » adéquate pour le calcul, un critere de convergence
de cette méthode doit étre vérifié.
3.1. Critére de convergence

Définition 01. — Application contractante

Soit [a, b] un intervalle non vide de R et g une application de [a, b] dans R. On dit que g est
une application contractante si et seulement s’il existe une constante K telle que
0 < K < 1vérifiant: |gx)— g(y)|<KX|x — y|, Vx € [a,b],Vy € [a,b].

N J
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-

Proposition

Soit [a, b] un intervalle non vide de R et g une fonction définie de [a,b] dans lui-méme
vérifiant |g'(x)| < K < 1,Vx € [a,b].
Alors, g est une application contractante sur [a, b].

Théoréme 03.

Soit [a, b] un intervalle non vide de R et g une application contractante de [a, b] dans lui-
méme. Alors, la fonction g posséde un unique point fixe ¥ dans [a, b]. De plus, la suite
(x,) € N définie par la relation g(x,,) = x, converge, pour toute initialisation x, dans [a, b]

— Théoréme 04. — Théoreme de point fixe

Soit g: I € R — R. On suppose :
= est un fermé non-vide,
wx €1,9g(x) €1,
= g est contractante sur/ .Ilexiste 0 < K <1
telle x,y €lonalg(x)— gly)| <KX |x — y|
Alors, admet un unique point fixe ¥ € [

Exemple n=03
Soit la fonction :
si f(x) = e* — 2x — 1 sur lintervalle[1,2].
01) Ecrire 'équation f(x) = 0 sous la forme x = g(x),
02) Montre que g admit une solution unique,
03) En appliquant cinq fois de suite la méthode du point fixe, trouver la valeur approchée
de la racine

Solution
(1) Les formes de g

1
* gq(x) = E(ex - 1); #x gp(x) =In(2x + 1)

(2) Unicité de la solution
Nous avons f(1) < 0et f(2) > 0, f possede donc bien un zéro sur l'intervalle [1,2]

* g1(x) = 1/2 (e* —1);
min|g, (x)| = 2(61—1_1) = 0.8591 ¢ [1,2]

g N’est pas de valeur de [1,2] dans lui-méme.
*x go(x) =In(2x + 1)
min|g,(x)| =In(2 + 1) = 1.0986 € [1,2]
max|g,(x)| =In(2.2+ 1) = 1.6094 € [1,2]
Et puisque g,(x) est monotone (continue et croissante sur 'intervalle) sur[l, 2], alors on peut
affirmer que :vVx € [1,2], g,(x) € [1,2]

2
max|gs;(x)| = max =3= 0,66 <1 g, contractante

2x +1
D’apreés le théoreme de point fixe 1'équation e* — 2x — 1 = 0 admet une seule racine unique

dans l'intervalle[1,2], et la méthode du point fixe converge vers cette racine pour g,.

@ Xnt1 = g(xn) =In(2.x, + 1)

Prenons pour approximation initiale la valeur x, = 1

La premiére itérationn = 0:x; = g,(xy) =In(2xy + 1) =In(2 + 1) = 1.0986

La deuxiéme itérationn = 1:x, = g,(x;) =In(2x; + 1) =1In(2 X 1.0986 + 1) = 1.1623
La troisieme itérationn = 2 : x3 = g,(x,) =In(2x, + 1) =In(2 x 1.1623 + 1) = 1.2013

La quatriéme itérationn = 3:x, = g,(x3) =In(2x3 + 1) =In(2 X 1.2013 + 1) = 1.2246

Y

Polycopié : Méthodes Numériques



Université TAHRI Mohammed Béchar*Faculté de Technologies*Département de Génie Electrique

il 5ol il an * i )1 A * L dene 5 ale nala

Chapitre I : Résolution des équations non linéaires Page | 9

N

~\

La cinquieme itérationn = 4 : x5 = g,(x,) = In(2x, + 1) = In(2 x 1.2246 + 1) = 1.2381
Pour e = 10?2

n Xn Xnt+1 = g(x) |f(xn+1)| Graphe
0 | +1.000 +1.099 |—0.197]
1] +1.099 +1.162 |-0.127]
2 | +1.162 +1.201 |-0.078]
3 | +1.201 +1.225 |—0.046]
4 | +1.225 +1.238 |—0.027]
5| +1.238 +1.246 |—0.016
6 | +1.246 +1.250 |-0.009|<e | Stop | % —

I
|

06 F } —q)
|

041

02r

Zone

021

|
|
091 |
|
|
|

I I I I I
0% 1 105 11 115 12 125

La racine approchée vaut x =41.250; nombre d'itérations k=7
4. Méthode de Newton Raphson

Cette méthode utilise une approximation de la racine et sa dérivée pour calculer une meilleure
approximation de la racine. Elle repose sur le développement de Taylor. Si f(x) est continue et

continument dérivable dans le voisinage de ¥solution de f(x) = 0, alors le développement en
série de Taylor autour d’un estimé x,, proche de x s’écrit :
(X — xn) (% — n)z " (X—x)% .,
f(x)_f(xn)+ Xf(n)"' Xf(n)+ 31 X f (xn)+
Si x, est un estimé proche de X, alors le carre de l'erreur ¢, =X —x, et les termes
de degrés supérieurs sont négligeable, on obtient la relation approximative (f(x) = 0) :
flx o+ &) ”)xf( W) =0
Donc x =Xn — f(xn)/f (xn)
La relation de récurrence définissant cette méthode est alors :
Xns1 = Xn — f(xn) /' (x3) (1.07)
4.1. Interprétation géométrique de la méthode
Elle consiste a prendre un point du graphe
d’abscisse x, a lintérieur de [ a droite
de la solution cherchée :f(x,) > 0 et a
remplacer le graphe de f par celui de sa
tangente en ce point. On approxime la solution
par l'intersection x; de cette tangente avec
'axe des x.
y = f"(x) (g — x0) + f(xp) =0
= x1 = xo — f(x0)/f"(x0)
Puis on itére successivement.
4.2. Critére de convergence de la méthode de Newton-Raphson
Soit une fonction f définie sur [a, b] telle que :
fla)xf(b)y< 0
% f'(x) et f"(x) Sont non nulles et gardent un signe constant sur I'intervalle donné.
N J
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Théoréme 05. Théoréme de convergence globale

Soit [a, b] un intervalle non vide de R et f une application de [a, b] dans R.
“* fla) x f(b) <0;
% f'(x) #0,x € |a,b];
% f"(x) #0,x € [a,b];
Alors la méthode Newton engendre une suite qui converge vers une solution unique
f(x) = 0 en partant de la proximité x, vérifiant :
xo € [a,b]  f(x0) X f"(x0) >0

La suite x,définie par: x,,; = x, — f(x,)/f ' (x,) converge vers X

4.4. Critére d’arrét de calcul pour la méthode de Newton-Raphson

Si la condition de convergence est vérifiée, le procédé itératif doit converger. Cela veut dire
que chaque nouvelle itération est meilleure que la précédente, de ce fait on peut dire que
sion aune précision &, on arréte le calcul lorsque la différence absolue entre deux approximations
successives est inférieure a la précision donnée. C’est-a-dire :

|Xni1 — x| < € (1.08)
Si cette condition est vérifiée on prend x,,,; comme solution def (x) = 0.

Exemple n=04
Reprendre I'exemple précédant avec la méthode de Newton (¢ = 10™%)

Solution

(x) = 4e*/* — 6 dans l'intervalle[0,4].
(DCritére de convergence
£ f(0)=-2<0 et f(4)=48731>0 = £(0) X f(4) <0
wx  f'(x) = e*/* > 0 pour tout x € [0,4]
sxx f''(x) = e* > 0 pour tout x € [0,4]

(2) Calcul de racine
4e*n/* — 6 xn.e X/t — 4e*n/t 4 6
Xn+1 = Xn — oXn/4 = oXn/4
n Xn |f Cep)l Graphe
0 0.00000 |—2.00000] S
1 2.00000 |0.59489| WA
2 1.63918 10.02604|
3 1.62190 10.00006| < & 3t

%5 o o5 1 15 2 25 3 35 4 as
La racine approchée vaut x =+1.62190; nombre d'itérations k=3
Attention au critere de convergence globale
*  f(0)=—-2<0 et f(4)=48731>0 = f(0)xf(4) <0
xx f'(x) = e*/* > 0 pour tout x € [0,4]
wxx f''(x) = e* > 0 pour tout x € [0,4]
skxx xg = 0ona f(0O)X f"(0)=-2%x1<0
® La condition non vérifiée. On ne peut rien dire sur la convergence de la méthode pour
Xy = 1 car la condition est suffisante mais non nécessaire.

.

J
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(5. Exercices
—"l Exercice n201 ||| S.EX: 01 |—
Soitla fonction: f(x) =x —e™*
1- Montrer que I'équationf (x) = 0 admin une solution unique sur l'intervalle [0,1] ;
2- Ecrire la formule de récurrence de Newton ;
3- Montrer que la suite des interactions converge ;

4- Trouver la racine avec une précision ¢ = 1073
Exercice 01-TD Adrar Le 2012

—"lExercice n=02 "l S.EX: 02 |—

Parmi les fonctions suivantes lesquelles sont contractantes et sur quel intervalle si celui-ci

n’est pas indiqué :

1- g(x) =1—sin(4x)/5, xXER

2- gx)=2+1x|/2,x € [-1,1]

3- g(x) =5—cos(3x)/4,0 < x < 2m/3

4- g(x) =3 —sin(3x)/2

5 gx)=vVx+2

6- g(x)=1/x,x € [2,3]
Exercice 02-TD Adrar Le 2012

—HiExercice n=03 m S.EX: 03 |—
Voir si chacune des fonctions suivantes admet zéro, (f(x) = 0 = g(x) = x), puis donner
pour chacun un intervalle de séparation :

1- g1(x) = 1/Vx

2- g2(x) =e™*

3- gzs(x) =x+ (x —2)3

4- ga(x) =(x—2)2+x—e*/m
Exercice 03- TD Adrar Le 2012

—"lExercice n=04 "l S.EX: 04 |—

1- En appliquant cinq fois de suite la méthode du point fixe, trouver la valeur approchée
de la racine de I'équation 2x — cos x = 0 séparée sur le segment [0, 0.5].

2- Donner les résultats avec 5 décimales.
Exercice 04- TD Adrar Le 2012

—"lExercicenéOS "l S.EX: 05 |—
Soit I'équation x = In(1 + x) + 0.2 dans [0,1].

1- Montrer que la méthode itérative définie par g(x) =In(x + 1) + 0.2 est convergente
(vérifier les hypotheéses du théoréme du point fixe). Choisir x,, condition initiale

de l'intervalle de convergence puis trouvez ¥ avec & = 1073
Exercice 05- TD Adrar Le 2012

—"lExercice n=06 "l S.EX: 06 |—

On donne I'équation: f(x) = x3 +x — 1
5- Montrer que I’équation admet une racine réelle unique dans l'intervalle[0, 1].
6- Utiliser la méthode de Newton pour calculer la racine de f avec 4 chiffres significatifs exacts.
7- L’équation f(x) = 0 peut étre écrite sous la forme x = g(x)
® Trouvez les deux formes de g(x) . Laquelle des deux fonctions vérifie les conditions
de convergence de la méthode du point fixe sur [0, 1 |.

® Appliquer cette méthode pour 5 itérations.
Exercice 06- TD Adrar Le 2012

N J
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/—' |Exercice n=07 ||| S.EX: 07 |—\

Séparer les racines des équations :

1- flx) =x*—4x -1

2- flx) =e*+x%—4

3- fx)=xxe*—1

4- fx)=e*+x

5- f(x) =1+ 2sinx

6- f(x) = x — cos(x)
Exercice 01-TD Béchar Le 2019

—HiExercice n=08 m S.EX: 08 |—
On se propose de trouver des valeurs approchées de la racine x racine de I’équation :
f(x)=e*—x—-3
1- Montrer qu'il existe une racine unique x pour I'équation dans l'intervalle[1,2].
2- Trouver deux formes de g(x) = x et vérifie leurs convergences dans l'intervalle[1,2].

3- Calculer par la méthode de point fixe les 5 premiéres estimées en partant de x, = 2
Exercice 04-TD Béchar Le 2019

—"lExercicenéOQ "l S.EX: 09 |—

Soit la fonction

flx)=2x3—x—2
On se propose de trouver les racines réelles de f avec la méthode des approximations
successives ; Pour cela on utilise la méthode suivante (méthode du point fixe):

X
Xn+1 = 3/1"‘711

1- Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une racine réelle unique dans l'intervalle [1, 2].
2- Montrer que cette méthode converge (on prend x, € [1,2]).

3- Déterminer X en prenant x, = 1 a 1073 prés.

Exercice 01- Examen Béchar Le 24/06/2019

—"lExercice n=10 ||| S.EX:10 |—

SoitI'équation suivante: x3 —x —1 =0

1- Montrer que cette équation possede une solution dans l'intervalle[1,2] ;

2- Est-ce que cette solution est unique ?

3- Calculer une approximation de cette solution en utilisant la méthode de la bissection avec
une précision de ¢ = 1072,

4- Applique la méthode de fausse position sur la méme fonction

Exercice 02-TD Béchar Le 2020

—"lExercice nx11 "l SEX:11 |—

Méme questions précédente pour les deux fonctions suivantes :
1-  f(x)=x3+2x2-3x-1; x € [-1,1], £=10"2
2-  f(x)=1-—xe*; x € [0,1], =103
Devoir 01 : Béchar Le 2020

—"lExercice n=x12 "l S.EX:12 |—

Démontrer que I'équation vx +Inx = 0 admet une solution X unique sur lintervalle

[0.4,0.6] et Calculer cette solution par la méthode la bissection a la troisiéme décimale pres.
Exercice 02-TD Révision spéciale covid-19 Béchar Le 2020

N J
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/—l |Exercice n=13 ||| SEX:13 |—\
Montrer que les équations suivantes ont au moins une racine dans l'intervalle [ indiqué :

1- f(x) = +Vx—cosx; I=1[03,1].

2-  f(x)=tanx—3x/2; [ =[mn/4,m/3]

3- f(x)=x—27%; 1=]0,2].

4-  f(x)= x*xsinx— 2;1=10,2]

5 f)=(x - 1D*-e*/2;1=1[0,1/2]
Exercice 01-TD Révision spéciale covid-19 Béchar Le 2020

—" Exercice n214 ||| S.EX: 14 |—

1- Ecrire I'équation f(x) =0 sous la forme x =g(x) sif(x) =¢e* — 2x — 1 sur
I'intervalle[1,2].
2- En appliquant cinq fois de suite la méthode du point fixe, trouver la valeur approchée

de la racine
Exercice 01- Examen de rattrapage Béchar Le 01/09/2020

—IHExercice n=15 m S.EX:15 |—

Soit la fonction : -
1 : S x+1 x

1- Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une racine réelle unique dans l'intervalle [0,1].
2- Résoudre I'équation f(x) = 0 en utilisant une méthode itérative de votre choix ; Quelle est

le nombre d’itérations nécessaires ? (La précision de ¢ = 1072)
Exercice 02- Examen 31/05/2022

—"lExercice n=16 ||| S.EX: 16 |—

1- Soit la fonction : fx)=x3+x—-1

2- Montrer que I’équation admet une racine réelle unique dans l'intervalle[0, 1].

3- Ecrire I'équation f(x) =0 sous la forme x = g(x) sur lintervalle [0,1], laquelle
est contractante

4- En appliquant trois fois de suite la méthode du point fixe, trouver la valeur approchée
de laracine (x_0 = 0)

Exercice 02- Examen de rattrapage 20/06/2022

—"lExercice n=17 "l S.EX:17 |—

Soit la fonction suivante :

1
f(x)=;—x+2

1- Montrer que I'équation f(x) = 0 posséde une solution dans l'intervalle[2,3] ;

2- Est-ce que cette solution est unique ?

3- Appliquer la méthode de dichotomie pour trois itérations

4- L’équation f(x) = 0 peut étre écrite sous la forme x = g(x) = 1/x + 2

5- Vérifier la condition de convergence de la méthode du point fixe sur [2,3 |.

6- Calculer une approximation de cette solution en utilisant la méthode du point fixe( x, = 2.5)
7- Montre que la méthode de Newton converge, utiliser cette méthode en partant de x, = 2

La précision de ¢ = 1072

—"lExercice n=18 "l SEX:18 |—

b

Trouver une valeur approchée a 1072 prés du nombre irrationnel 31 en utilisant

la méthode de dichotomie.
Ex02-TD BATNA 2016/2017

N J
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/—”Exercicenél‘a ||| S.EX:19 |—\

Soit I'’équation
f(x)=2tan(x) —x—1 avecx €| —m,n|
1- Séparer analytiquement les racines de cette équation.
2- On veut déterminer la racine maximale de cette équation en utilisant la méthode
de dichotomie.
* (a) Donner le nombre n d’itération nécessaires pour approcher cette racine a3 1072 prés.

* (b) Calculer cette racine.
Exercice 01-TD BATNA 2016/2017

—"lExercice n=20 ||| S.EX: 20 |—

Soit I'équation suivante :
fX)=x3-2x —5=0
1- Tracez la fonction f(x) pour x compris entre -5 et 5.
2- En utilisant la méthode de Newton-Raphson, trouvez les deux racines positives de I'équation
avec une précision de 107°,
3- Vérifiez vos résultats en vérifiant que f(x) est proche de zéro pour les deux racines que vous
avez trouvées.

N
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4 Cours n=2 03

** Interpolation polynomiale **
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(1. Introduction

L'interpolation polynomiale est une méthode mathématique pour trouver une fonction
polynomiale qui passe par un ensemble de points donnés. Cette méthode est souvent utilisée pour
approximer une fonction inconnue a partir de données expérimentales ou pour calculer des
valeurs intermédiaires entre des points de données.

Soit f une application de R dans R, dont on connait n + 1 points (xi,f(xi)), pouri = 0,...,n

Le but du probleme d'interpolation est de déterminer une fonction g simple a calculer, telle que :
gx) = f(x),i =0,...,n (IL.01)

Les points (xi,f(xi)), sont appelés points d'interpolation ou d'appui.

Les fonctions g les plus couramment utilisées sont des polynémes des fractions rationnelles.

2. Interpolation de Lagrange

Soient (n + 1) couples de données {xi, yi}, avec des nceuds différents xi. On peut associer
(relier) a ces données un seul et unique polynéme d’interpolation des y; aux nceuds x; , ayant un
degré Inférieur ou égal 3 a n. Dans le cas général, ce polynome est donné par :

P(x)—Zf(x)xL(x) avec L;(x) = 1_[

j=0,j=*i

X — Xj

I1. 02
T (IL.02)

Les polyndmes L; sont ses polyndmes caractéristiques.
= [nterpolation linéaire
Permettre de trouver une valeur intermédiaire entre deux points de données connus.

Elle consiste a tracer une ligne droite entre les deux points et a trouver la valeur correspondante
sur cette ligne pour un point donné.

L X T Xiga X — Xj
P(x)=yi ————+yi,———— II. 03
! Xi = Xi+1 i Xi+1 — Xi ( )
Ou encore:
Pi(x) = yi+ = — (x —xy) (IL 04)
Xi+1 = Xi
= [nterpolation quadratique
Permettre de trouver une fonction quadratique ou parabolique qui passe par trois points
de données connus. Elle consiste a trouver les coefficients d'une fonction quadratique de la forme:
fix) = ax?>+bx+c (1L 05)
Ou a, b et c sont des constantes inconnues a déterminer.
Si nous avons trois points de données connus (x;,y; ), (x; , ¥, )et (x3 ,ys )nous pouvons
écrire :
(x = x40 (X — x342) (x — x)(x — xi42) (x — x)(x — Xi41)
P. = i i i II 06
200 =y O — x4 1) (5 — X445) Yira (rigg — x) (X4q — Xi42) Yi2 (jpg — X)Xy — Xi4q) ( )
Exemple n=05
Construire, selon la méthode de Lagrange, le polyndme d’interpolation de degré deux qui
interpole les points : (xg,v,) = (0,1); (x1,y,) = (1,2); (x2,¥2) = (2,5).
Solution
Py(x) = yo X Lo(x) + }’1 X Ly(x) + y, X Lz(x)
x — xl x — xz x — 1 x — 2 . Interp?lation:§elon Lagvrange )
Lo(x) = X :—(x —3x+2) ¢

Xo— X1 Xo — Xy 0—1 0—-2
X—Xg X—X3 x—0 x—2
L == X - - 2—2 4t
1(X) xl_ xo xl_xz 1_ O 1_2 (x X)

X — Xo x—x; x—0 x-1
X —

1(xz—x) Al

= X =

xz_xo xz_xl 2_0 2_1 2
1

Pz(x)zlxz(x2—3x+2)—2><(x2—2x)+5>< 1(x?—x) | |

:(1_2+5)x2+(_3+4_5)x+ 1:x2+1 05 0 05 >1< 15 p 25

Ly(x) =

N J
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(2.1. Algorithme

Entre les points d’appuis ce forme vecteur
Déclaration des variables

Démarrage de labouclei =1an

Démarrage de labouclej =1an avec j #i
Construire le polynéme Lagrange L;
Construire le polynome P

Ul B WD

3. Interpolation de Newton

Les polynémes de Newton sont des polyndmes qui peuvent étre définis récursivement a partir
des différences divisées, qui sont des quantités calculées a partir des points de données.

Supposons que nous connaissons (n + 1) valeurs d’'une fonction f (x) en des points x, , x; ,..., X,
Le polynéme d'interpolation de Newton est donné par l'expression :
P, (x) = ag
+a;(x — xp)
+a,(x — xp).(x — xq9) (I.07)

+an(x_x0)(x_ xl) (x - xn-l)

On doit donc s'assurer que:  B,(x;) = f(x;) pouri = 0,1,2,...,n
Les coefficients de la forme s'annulent tous en x = x,, sauf le premier.
1er étape
On peut ainsi montrer que: B, (xy) = f(xg)
ag = f(xo) (I1.08)

2éme étape
Deméme pourx = x; f(x1) = f(xo) + a;(x; — xo)

)~ fGx)

a; (11.09)
X1 — X
Ainsi, le coefficient a; peut s'écrire:
a; = f(x0, %) (IL.10)
Le polynéme de degré 1:
Pi(x) = f(xo) + f(x0,%1) X (x — x0) (IL.11)
3éme étape
Le troisiéme coefficient (a,) est a son tour déterminé par : P,(x;) = f(xy)
On obtient : 0 = f(xz) f(xq) f(xo)
2 (X2 = x1)- (x2 —x0) (%1 —x2). (x1 — x0)  (xg — x2). (g — x1)
1 l fO)  fle)( —x +x1 —x0)  fxo)
a, = + +
X2 = Xg [X2 — X1 (%1 — x2)- (%1 — x0) X1 — Xo
1 [ f(x2) f ) (x4 — x0) [ (2 — xq) f(xo) l
a = - + +
Xy —Xo Xz — X1 (g —x2). (g —x0) (%1 —x2).(x1 —x0) X1 — X
Ou encore ;
@ = 1 fOe) — f(xy) . fx) — f(x)
27 X, — Xy — X1 X1 — X
a, = f(xlﬂxZ) - f(xO'xl) (II 12)
Xy — X
On note:
a2 == f(xo,xl,xz) (II. 13)
Le polynéme de degré 2:
Py(x) = f(xo) + f(xg,x1)- (x — x0) + f(xg, %1, %2)- (x — x). (x — xq) (IL. 14)

Les coefficients de ce polyndme sont les différences divisées :

a; = f(x,,xq, ., x)pour0 < i < n
\_ Po(x) = f(xo) + f(xg,x1). (x — xp) + f(xg, %y, %) (x — xp). (x — x1) + - (IL15) )
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e + f(x0, X1, o, Xp)- (X = 20)- (X — x9) o (X — Xpq)
Avec:
) — ) (xz) — f(
) =[S0 ) = L2 =L
F (o 21, %;) = f(xq,x2) : f(x0,x1) F(x %0 %5) = f( xz'xs): f(xq,x2)
X, — X X3 — X1
F (g X1, Xp X3) = f(xl,xz,x;) :i(xo'xpxz) £y X X3 X) = f(xz,x3,x;) :J]:(x1rx2rx3)
3 0 4 1

consiste a construire une table dite de différences

Il reste maintenant a calculer efficacement la valeur de ce polynéme. La maniere la plus simple

divisées de la facon suivante :

Xi f(x) f O, xi44) [ X1, Xi42) [ X1, Xisp) Xiv3)
Xq f(x0)
X1 f(x) f(x0,%1)
X2 f(x2) f(x1,%5) f(xg, X1, X3)
X3 f(x3) f(x,x3) f(x1, %5, x3) f(xg, %1, %2, X3)
Exemple n=06
Soit les points :(0, 1);(1, 4);(2, 9);(3, 16) Déterminer le polynéme de newton.
Solution
La table de différences divisées est:
X f(xl) f(xi'xi+1) f(xil ...,XH_z) f(xi' '--lxi+3)
0 1
1| 4 (01)—(4_1)—3
JO=6a—% =
(5-3)
9 - 4‘ =
2| 9 | rap=0"H_5 | fO=G—F
(16 — 9) 7+5 -
3 16 3,2 :—:7 )4, = —= '1’2' = —=
f(3.2) G -2 fA23)=3—=1 | f(0123) =3—=0
P3(x) = f(xo) + f(xo, %) (x = x0) + f (0, %1, %2) (x = x0) (x = x1)
+f (0, X1, %2, x3) (x — %) (x — x1)(x — x2)
Ps(x) = 14+3(x-0)+1(x-0)(x- 1) +0(x —0)(x — DN(x—2)=1+3x+x%—x
Py(x) = x* +2x + 1
Exemple n=07
Soit les points : (-2,35) ;(-1,0); (0,-7); (1,-10); (2,15) Déterminer le polynéme de newton.
Solution
La table de différences divisées est:
xi | f(x) JACSTETTEY [ (X s Xi4) [ (X ey Xi43) [y ey Xiga)
-2 35
0-35
-1 0 = —
112 35
0| -7 _ 7 —7+35
0+1 042
1 _10 —10+7:_ —3+7: 2 14:_
1-0 1+1 142
) 15 15+10_25 25+3_14 14—2_4 4+4_2
2—1 2—-0 241 242
.
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~\

Interpolation : selon Newton

Py(x) = f(xo) + f(xg,x1)(x = x0) + f(x0, %1, %) (x = x0) (x = x1)
+1 (%0, %1, X2, x3) (x — x0)(x — x1)(x — x3)
+1 (%0, X1, X2, X3, X4) (x — x0)(x — x1)(x — x2) (x — x3)
= f(=2)+ f(-2,-Dx+2)+ f(—-2,-1,0)(x+2)(x+ 1)
+f(—=2,-1,0,1)(x +2)(x + 1)(x — 0)
+f(-2, 1012)(x+2)(x+1)(x—0)(x—1)
=35-35(x+2)+ 14(x+2)(x+1) —4x+2)(x+1)(x—0)

+2x+2)(x+D(x—-0)(x—1)
= 35—-35x — 70 + 14(x? +3x +2) — 4(x3 + 3x% + 2x) + 2(x* + 2x3
= 2x*—5x—-7

0
X

—x?% — 2x)

Exemple n=08
Déterminer le polyn6me de newton pour I'exemple précédant.

Solution
La table de différences divisées pour les points (0, 1) ; (1, 2) et (2, 5) est:

X f(xp) [ Xiq)

(i, X1, Xisp)

0 1

1 2 E:
1—40

2 5 5;2=
2—1

Py(x) = f(xo) + f(x0,x1)(x — xo) + f(x0,%1,%2)(x — x0)(x — xq)
=14+1xXxx-0+1xXx (x—-0)x-1)=x*+1

3.1. Algorithme
1 | Entre les points d’appuis ce forme vecteur
Déclaration des variables
3 | Former le tableau des différences divisées
f(i,j)= , — C iz
X)) —-X({—-j+1) el
a(i) = f(i,i)

n i-1

P(x) = a(1) + Z 1_[ a(d) (x — X()

i=2 j=1

N

4 | Construire le polynéme P

5 | Simplifier le polynéme
1.1. Cas particulier

Xiyp— X = h
h est appelée le pas d’interpolation
On obtient le polynome d’interpolation qui passe par tous les points donnés :
P = y0 + 2 () + A () xy) 4k A
nX)=Yo gy KX F o T %) nl A"
En construire une table de différences finies de la fagon suivante :

(x—xp) .

Considérons le cas particulier ou les abscisses xi sont également distantes, c'est-a-dire ou:

(x - xn—l)

X Vi Ay; A?y;

A3y

Xo Yo

X1 Y1 Ayo = Y1 — Yo

X2 Y2 Ayi =Y, —n Az)’o = Ay; — Ay,

X3 V3 Ay, =ys =, A%y, = Ay, — Ay, Ay, = Ay, — A%y,

N
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( Exemple n=09
Traiter 'exemple précédant comme cas particulier de polynéme de newton.
Solution
La table de différences finies pour les points (0, 1) ; (1, 2) et (2, 5) est:
X; Vi Ay; A%y,
0 1
1 2 2—1=1
2 5 5-2=3 3—1=2
Ay A%y
P(0) =yo + T - (0 = %) + 55 (0 — x). (x = ;)
1
h’ = 1 : = T o4 - . - . —_ = 2 _ = 2
P,(x) 1+1!1 (x 0)+2!12 (x—-0.(x—-1=14+x+x*—x=x"+1

3.2. Erreur d’interpolation

Cest I'erreur commise lorsqu’on remplace la fonction f par le polynéme d’interpolation
équivalent. Elle est notée par &(x) car elle varie d'un point a un autre dans lintervalle
d’interpolation.

Cette erreur doit étre nulle aux points d’interpolation &(x;) = 0,(i = 0,... n).
Si la fonction f est continue et (n + 1) fois dérivable sur I'intervalle d’interpolation
l[a = xo,b = x,].Alors pour tout x € [a,b]il existe z € [a, b] tel que:

n

e(x) = |f(x) — P(x)| = H% FErD () (IL16)
i=0

Si |[f™*V(2)| < MV z € [a,b] on peut écrire :
n
X — X
= — < | | =—X. .
e(x) = |f(x) — B(x)| < P e M (IL.17)
i

Dans ce cas M est majorant de la fonction f("“) (z)sur l'intervalle [a, b].
4. Exercices

—"|Exercice n=01 ||| S.EX:21 |—
Déterminer le polynéme d’interpolation de Lagrange satisfaisant au tableau ci-dessous:
X 0 2 3 5
f&) -1 2 9 87

Exercice 01 TD Adrar 2009/2010

—|||Exercicené02 ||| SEX: 22 |_

Soit P le polynéme d’interpolation de Lagrange: f (x) = +/xassocié aux points
d’interpolation 100; 121; 144.
1- Calculer P(115) et la comparer avec la valeur exacte ;

2- Donner une majoration de 'erreur commise.
Exercice 05 TD Béchar 2017

—"lExercicenéOB ||| S.EX: 23 |—

Soit f(x) = sin(mx) Onpose x, = Oetx; = 1/2.

1- Calculer une approximation de sin(m/4) par interpolation linéaire aux points x, x;.

2- On posex, = 1/6. Calculer une approximation de sin(mw/4) par interpolation de f aux
points xg, X1, X5.

Exercice 07 TD Béchar 2017

—"l Exercice n204 ||| S.EX: 24 |—
Soit fune fonction connue selon le tableau suivant :
X 0 1 3 4
f(x) -0.5 -0.5 5.5 11.5

S
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1- Trouver le polynéme d’interpolation de Newton
2- On donne
f(x) =x*—x-0.5
+¢ Calculer P(2) et la comparer avec la valeur exacte ;
¢ Donner une majoration de I'erreur commise.

—"lExercice n=05 "l S.EX: 25 |—

Soit la fonction f (x) donnée par le tableau :

x 2 0 5 3
f(x) 1 -1 10 —4
1- Trouver le polyndme d’interpolation de Newton
2- Trouver une valeur approchée de f (1) .

3- Calculer P(115) etla comparer avec la valeur exacte ;
4- Donner une majoration de 'erreur commise.

—"lExercice n=06 "l S.EX: 26 |—

Soient les points : {(0,0.5); (1,1); (2,2)}
1- Calculer £(0.7) et f(1.5)par la méthode d’interpolation linéaire et quadratique.
Exercice 01 TD Béchar 2019

—IHExercice n=07 m S.EX:27 |—

Soit P le polynome d’interpolation de Newton de : f (x) =In(x/4) associé aux points
d’interpolation 1,2, 3, 4.

1- Ecrire P.

2- Calculer P (1) etla comparer avec la valeur exacte de In(m/4).

3- Donner l'erreur absolue commise.

(Ecrire les résultats avec 6 décimales)
Exercice 05 TD Béchar 2019

—"lExercice n=08 "l S.EX: 28 |—

Soient deux fonctions définiespar: f (x) = Vvx — 1 et g(x) = sin(n/Z (x — 1))

1- Montrer, sans le calculer de polyndme, que f et g ont le méme polynome d’interpolation aux
points x, =1, x; =3/2 et x, = 2.

2- Calculer, en utilisant une interpolation linéaire, la valeur approchée de f( 1.75 ).

3- Calculer le polyndome d’interpolation P,(x) de Newton qui passe par les points donnés.

4- Trouver la valeur approchée de g au point x = 1.75 et donner |'erreur absolue commise.
Exercice 06 TD Béchar 2019

—"lExercicenéOQ "l S.EX: 29 |—

Soit f une fonction connue aux points: {(0,3); (2,—1); (4,3)}
1- Calculer par l'interpolation linéaire 'approximation polynomiale de f(1) ;

2- Calculer par l'interpolation quadratique I'approximation polynomiale de f(2) ;
Examen Exercice 03 Bechar Le 01/10/2020

—"l Exercice n210 ||| S.EX: 30 |—
Soit fune fonction connue selon le tableau suivant :
X -1 0 1 2
fx) —-1/2 0 1/2 2/5

1- Donner les trois polynémes de Lagrange L, L1, L,, L3
2- Donner le polynome d’interpolation P; en expression symbolique polynomiale et calculer une
approximation de f(1.5)

3- En supposant que
X

1+ x2

f&x) =

N
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/r ¢ Donner I'erreur absolue commise en confondant f(1/2) P;(1/2).

—"lExercice n=11 ||| S.EX: 31 |—

Construire, selon la méthode de Lagrange, le polyndme d’interpolation de degré deux qui
interpole les points :

(x0,¥0) = (0, 1); (x1,y1) = (1,2); (x2,¥2) = (2,5).
Examen Rattrapage Exercice 02 Bechar Le 01/09/2020

—"lExercice n=12 ||| S.EX: 32 |—

Soit la fonction

1
1- Déterminer le polyndme d’interpolation pour les points d’appui d’abscisses: —1,0, 1

2- Calculer P(—0.5)et P(0.5), puis comparer-les avec les valeurs exactes.
Examen Exercice 02 Bechar Le 03/06/2021

—"lExercice n=13 "l S.EX: 33 |—

Faire passer par les points :

X -3 -1 1 3
f(x) —28 -2 0 26
1- Trouver le polynéme d’interpolation de Newton ;

2- Trouver une valeur approchée def (0.5) ;

—"lExercice n=14 "l S.EX: 34 |—

Soit la fonction définie par :
fx)=vx—-1

Et trois pointsx, =1, x;, =3/2 et x, =2

1- Calculer, en utilisant une interpolation linéaire, la valeur approchée de f ( 1.75).
2- Calculer le polynome d’interpolation P,(x) par:

3- La méthode de Lagrange.

4- La méthode de Newton.

5- Calculer P(1.75), puis comparer-la avec la valeur exacte.

—"lExercice n=15 "l S.EX: 35 |—

1- Utilisez l'interpolation de Newton pour trouver une approximation de f(1.5), étant donné les
points suivants : (1,4), (2,5), (4,2), (5,1).

2- Utilisez l'interpolation de Newton pour trouver une approximation de f(3), étant donné les
points suivants :(0,1), (1,4), (2,11), (4,49).

—"lExercice n=16 ||| S.EX:36 |—

1- Soit f(x) = x? + 1. Trouvez un polynéme de degré 2 qui interpole les valeurs de f aux
pointsx = —1,0, 1.

2- Utilisez l'interpolation de Lagrange pour trouver le polynd6me de degré 2 qui passe par les
points (1, 2), (2,5), et (3, 10).

—"lExercice n=17 "l S.EX:37 |—

1- Soit f(x) = 1/(1 + x2). Trouvez un polyndme de degré 2 qui interpole les valeurs de f aux
pointsx = —1,0, 1.

2- Utilisez l'interpolation de Lagrange pour trouver le polyndome de degré 3 qui passe par les
points (0, 1), (1, 2), (2,5), et (3, 10).

N J
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/—' |Exercice n=18 ||| S.EX: 38 |—\

1- Soit f(x) = sin(x). Trouvez un polynéme de degré 2 qui interpole les valeurs de f aux
pointsx = 0,pi/2,pi.

2- Utilisez l'interpolation de Lagrange pour trouver le polynd6me de degré 3 qui passe par les
points (-1, -1), (0, 0), (1, 1), et (2, 4).

—HiExercice n=19 m S.EX:39 |—
1- Soit f(x) = e*. Trouvez un polynéme de degré 2 qui interpole les valeurs de f aux points
x = 0,1,2.
2- Utilisez l'interpolation de Lagrange pour trouver le polyndme de degré 4 qui passe par les
points (-1, 0), (-0.5, 0.5), (0, 1), (0.5, 0.5), et (1, 0).

—IH Exercice n=20 m S.EX: 40 |—
Soit la fonction suivante :

f(X) — esin(x)
1- Tracez la fonction f(x) pour x compris entre - et 1.
2- Trouvez un polynéme de degré 5 qui interpole cette fonction en utilisant la méthode de
Lagrange.
3- Utilisez ce polyndme pour estimer £(0.5) avec une précision de 107°.

N J
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(1. Introduction

Nous avons déja vu au chapitre sur l'interpolation qu’augmenter le degré d’un polyndéme
d’interpolation de Lagrange n’améliore pas toujours l'approximation d'une fonction donnée.
Ce probleme peut étre résolu avec l'interpolation composite (avec des fonctions linéaires par
morceau). Néanmoins, aucune des deux méthodes n’est adaptée a I'extrapolation d’informations
a partir des données disponibles, c’est-a-dire, a la génération de nouvelles valeurs en des points
situés a I'extérieur de I'intervalle contenant les nceuds d’'interpolation.

Un autre cas ou ni l'interpolation de LAGRANGE ni I'interpolation composite n’est d’aucune
aide est le cas ou les données sont bruitées. Lorsqu’un chercheur met au point une expérience, il
récolte des données sous la forme de points (x; ,y; ) mais en générale ces données sont affectées
par des erreurs de mesure. Lorsqu’on en fait une représentation graphique il cherche f pour qu’elle
s’ajuste le mieux possible aux points observés. La méthode des moindres carrés est celle qui
choisit f de sorte que la somme des carrés de ces déviations soit minimale.

2. Approximation de moindres carrés

Soit f(x) une fonction définie sur un intervalle[a,b], pour laquelle on cherche

une fonction g(x, P) approximative telle que :
fx) = g(x) +E(x) (IIL 01))

P: Vecteur parameétres c.a.d. P = [P, P,, ... ... , B,
E(x) : Erreur.
L’idée est de minimiser le carré de I'erreur E (x) en moyenne sur l'intervalle[a, b].
L’approximation au sens des moindres carrés consiste a choisir les coefficients de maniere a
minimiser la quantité

b
£(P) = f (f(x) — g(x, P)) dx (IIL 02)

Cette quantité est appelée moyenne quadratique de 'erreur E(x).
Minimiser &(P) revient a écrire :
o6e(P)
OP;

=0= f (f(x) —g(x,P)) ——— g(x P) dx =0 (1I1. 03)

Exemple n=01
Soit la fonction y(x) = e* Utiliser la méthode des moindres carrés pour trouver
la meilleure approximation de y(x) par le polynéme P; + P,.x sur l'intervalle [0,1].

Solution
Soit g(x, P) = P, + P,x, alors le vecteur P s’écrit :
Ecrivons la moyenne quadratique :

b

e(P) = f(f(x) —g(x, P))de = f(ex — P, — Px)%dx
0

a
Dérivons par rapporta P, et P, :
1

os(P 0g(x, P
6P, 6P,
0
1 ! 1
:[ex—Plx—Eszz] =0:>P1+§P2=el—1..............(1)
0
1
o6e(P) 6g(x,P)
=0:>—2f(ex—P1—P2x)—dx=O :—Zf(ex—Pl—sz).x.dxzo
6P, 6P,
0
L1 1 11
:>[(x_1)e _Eplx _§P2x ]0:0 :>§P1+§P2:1(2)

Donc on obtient le systéme d’équations :

N /
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( {2131+1D2 =2(e! — 1) :>{P1 = 4el — 10 = 0.8731
3P, +2P, =6 P, = —6e! + 18 = 1.6903
Apres résolution : g(x, P) = 0.8731 + 1.6903x

Analyse numérique
D’une autre facon en peut écrire le minimum de la moyenne quadratique &(P) ce la forme :

oe(P x;, P
P o =>Z(f(xl) 90, ) 225 E) g (IIL. 04)
6F 6P
On obtient un systeme d'equatlons am inconnues P;, (j = 1..m)
Exemple n=02
Reprendre exemple précédent avec n=2
Solution
Ona:f(x) =e* gx,P)=Px+P, etn=2
n 0 1 2
X 0 1 1
21
f(x) 1 o2 e
gx, P) P, 1/2.P+ P, P+ P,

> (FG) — g ) 9 F P [, = 0
i=1

1 1
1

5/4.P, + 5 + 12 (D
1 2P, T %

:>((1—P2)+<e%—%.P1—P2)+(6—P1—P2)>:0

3 1
Donc on obtient le systeme d’équations :
17 P,=e—1=17183

3
5/4.P,+—— = e +—
[dPtop=etos p, =

; = 0.9299
1 p—
GP+3P=etez+1 6<5+292—9)

Apreés résolution : g(x, P) = 1.7183x + 0.9299

3. Approximation par systémes orthogonaux
3.1. Produit scalaire discret
On considére l'ensemble de points {xq,X;,..,%,} et un ensemble de nombres réels

positifs {wy, wy, ..., w, }. Soient f et g deux fonctions réelles, on définit le produit scalaire discret
entre f et g aux points x;,i = 0, ..., n avec les poids {wgy, wy, ..., w,,} par:

I1=n
<fg>=)  wifGx).glx) (. 05)
i=
Norme discréte d'une fonction
i=n
IfIZ=<ff>) wif () (IIL. 06)
i=
N\ Y,
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(¢ Définition 02 — L'orthogonalité
Définition On dit que f et g sont orthogonales par rapport au produit scalaire discret si
< f,g >= 0.
Exemple n=03

Calculer le produit scalaire des fonctions tabulées suivantes ainsi que leurs normes, en
supposantque w(x) = 1; x(1,2,3,4); f(x)=(13,13); g(x)=(1,34,5)

Solution

X 1 2 3 4 < >

f(x) 1 3 1 3 <f,f>=124+32+12+32=20

g(xl-) 1 3 4 5 <g'g>:12+32+42+52:51
f(x;).9(x;) 1 9 4 15 <9,9>=14+94+4+15=29

3.2. Polynémes Orthogonaux
Soit B,[X], I'ensemble des polynémes de degré < n défini sur R. On dit qu'une famille

de polyndémes pg, p1, ---, Px de degré inférieur ou égal a n est orthogonale si et seulement si :
Pour simplifier, on suppose dans toute la suite que l'ensemble des poids w; est constant
et égala 1.

Exemple n=04

Soient cas des polynémes suivants ; Les polyndmes p, et p; sont-ils orthogonaux ?
1) po(x) =1letpi(x) =x
2) pox)=1letp;(x) =x—1

Solution
Cas1l:py(x) =1letp;(x) =x
X 0 1 2 < vy >
po(x) =1 1 1 1 <pupPe>=1>+12+12=3
p(x) =x 0 1 2 <p,p>=02+12+2%2=5
po(x).p1(x) 0 1 2 <pu,p1>=0+14+2=3

On remarque que les polyndmes ne sont pas orthogonaux par rapport au produit scalaire.
Cas2: po(x) =1letp;(x) =x—1
Considérons l'ensemble des points x, = 0,x; = 1,x, = 2.

X 0 1 2 < vy >
po(x) =1 1 1 1 <puPe>=12+12+1%2=3
p(x)=x—-1 -1 0 1 <p,p>=(-1)2+0%>+1%>=2
Po(x).p1(x) —1 0 1 <pPpup1>=-1+0+1=0

On remarque que les polyndmes sont orthogonaux.

— Théoréme 06 — Orthogonalisation de Gram Schmidt

Soit A = {py,py, ..., P} un ensemble de polynémes de degré inférieur ou égal ak,
et un ensemble de points x,, x4, ..., X,, tel que:
_ <xpi1 (%), pi-g () >

=1 a; = i=1,..,k
{po( ) oil ! <pi1(x), pig (x) >

p(x) =x—a;
. <xpi1 (), pip (X)) >

(x) = —a)p;_1(x) —bp;_,(x) i =2,..,k = =2 ..
pl( ) ( L)pl 1( ) ibi 2( ) lbl <pi_1(x), - (x) > l 2.,k

N J
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Exemple n=05
Construire une base orthogonale A = {py(x),p,(x),p,(x)}, associée aux points

1
Xg = 0,x1 = E,XZ =1.

Solution
{Po(x) =1 @ = < xpo(x), po(x) >
pix)=x—a, ! <pox), po(x) >~
X 0 1/2 1 < vy >
Po(x) =1 1 1 1 < Po,Po > = 3
X.po(x) =x 0 1/2 1
3
xpo(x)-Po(x) 0 1/2 1 < XPg-Po > = E
3/2 1
alszz =>p1(x)=x—1/2

3.3. Approximation au sens (M.C) dans une base orthogonale

— Théoréme 07 — Coefficients dans une base orthogonale

Soit A = {po, 1, -, Pr} un ensemble de polyndmes orthogonaux associés aux points
Xo, X1, -+, Xn tel que : Le polyndme P*(x) qui est la meilleure approximation d'une fonction f au
sens des moindres s'écrit :

k
P'() = a3 po() + aipy(O) + ot 0 () = ) aipi(x)
i=
. <fipi> ?=0f(xj)-Pi(Xj)
i = o 2
<pibi > ?:0 (pi(xj))

ou i=01,..,k

Exemple n=06
Reprendre exemple f(x) = e* pour trois points dans une base orthogonale

Solution
A = {po(x),p1(x), p2(x)}
On al’ensemble A = {po =1,p=x— %,pz =x2— %x}orthogonal

< f,po > . <fip1>

(x) = ag.po(x) + aj.pi(x); Qg < DoDo >’ a; <Dup >
X 0 1/2 1 < vy >
po=1 1 1 1 < Po,Po > =3
_ 1
1 1
/P ! e2 ¢ <fipp>=1l+ez+e
1
<1+e5+e>/
a8= 3
1
pp=x—1/2 —-1/2 0 1/2 <pl,pl>:E
f.04 —1/2 0 |1/2.e| <fp,>=-1/2+1/2.e
aI:(—1/2+1/2.e)/1=_1+e
2

1
1+e2+e 1
LEere cavan(e-)

3
—(1+)+5+1% !
= e)x 6 38 e

P (x) =

6
= 1.7182.x + 0.9299

Polycopié : Méthodes Numériques




Université TAHRI Mohammed Béchar*Faculté de Technologies*Département de Génie Electrique

il 5ol il an * i )1 A * L dene 5 ale nala

Chapitre III : Approximation des fonctions Page | 29

/3.4, Approximation au sens (M.C) dans la base canonique

— Théoréme 08 [— Coefficients dans une base canonique

. % k i
Soit P*(x) = Diieo i X"
Approximation d'une fonction f au sens des moindres.
Alors, le vecteur des coefficients (a;) est la solution unique du systeme linéaire

K
E a <xl,xt>=<f(x),x" > i=01..,k i=01,..k
j=0

Exemple n=07
Reprendre exemple f(x) = e* pour trois points dans la base canonique x*,i = 0,1
Solution
x° 1 1 1
x! 0 1/2 1
x%. x° 1 1 1 <x%x°>=3
x0. x?1 0 1/2 1 <x%x!>=3/2
xt. x0 0 1/2 1 <xl.x%>=3/2
xt. x? 0 1/4 1 <xl.x!'>=5/4
f=e* 1 e% e
0 1 1
f-x 1 ez € <f,x°>=1+ez2+e
1 1 1
f.x 0 1/2.e2 € <f(x),x!>=1/2xez+e

1
( 3 3/2)X(a0)_<1+ef+e>
- 1
3/2 5/4) NS\ ) rhe
Apres résolution : @y = 1/6.(2e¥/2 —e + 5) = 0.9299; ¢y = e — 1 = 1.7182

P*(x) = 0.9299 + 1.7182. x.

4., Exercices

—"lExercice n=01 ||| S.EX:41 |—
Si on a les points suivants :
x |1 2 3 4 5

y 0.9 1.5 3.5 4.2 4.9
1- Ajuster les points donnés par la méthode des moindres carrés avec une fonction
delaforme g(x) =a.x+b

—|||Exercicené02 ||| SEX: 42 |_

En utilisant la méthode des moindres carrés, trouver une approximation de la forme:
y* =a.sinx + b.sin 3x

D’une fonction y = f(x) définie par les mesures:
X 0 /6 /3 n/2 | 2n/3 | 51/6 T
y 0 1.25 3 4 3 1.25 0
—"lExercice n=03 ||| S.EX: 43 |—
1- Construire une base orthogonale A = {p,(x), p,(x), p.(x)}, associée aux points
1 1
xO=_1,x1=_§,x2=E,X3=1

N J
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1- Ajuster les points (x,y) par la meilleure approximation au sens des moindres carrés sur la
base orthogonale A = {1, x, x*}.

(—HExercice n=04 ||| S.EX: 44 |—\

Soit la fonction f(x) = x? + 2x — 1 surl'intervalle [-1, 1]. Approximez f (x) par un polynéme
de degré 1 au sens des moindres carrés.

—{|[Exercice n205 | sex:45 —

Ajuster les points (x,y) par la meilleure approximation au sens des moindres carrés sur la base
orthogonale A = {1,sin(x), cos(x)}.

—"lExercice n=06 ||| SEX: 46 |_

Soit les valeurs suivantes : x (—1,—1/2) ; (0,0 ); (1,1/2); (2,2/5)
Ajustez les points donnés par la meilleure approximation au sens des moindres carrés sur une
base canonique d'ordre 2.

—HiExercicené07 m S.EX: 47 |—

rouvez le polynome de degré 3 qui approche au mieux les points (x,y) =
(0,1),(1,2),(2,3) et (3,4) au sens des moindres carrés sur une base canonique.

—|"Exercice n=08 "l S.EX: 48 |—

Soit la fonction f(x) = x/(x? + 1) sur l'intervalle [0,1]. Trouvez le polynéme orthogonal de
degré 2 associé a la fonction pondérée w(x) = 1 sur l'intervalle [0,1].

—HiExercice n=09 m S.EX: 49 |—

1- Trouvez le polyndme orthogonal de degré 2 associé a la fonction pondérée w(x) = e ™ sur
l'intervalle [0,1].

2- Trouvez le polynéme orthogonal de degré 3 associé a la fonction pondérée w(x) = e ™ sur
l'intervalle [0,1].

—"lExercicenélO ||| SEX: 50 |_

1- Ajuster les points donnés par la meilleure approximation au sens moindres carrés sur
% Une base orthogonale A = {py(x), p;(x), p,(x)}
+*¢ Une base canonique d’ordre 3.

En supposant que f(x)=x/(1+x2?) donner l'erreur absolue commise en point
x =1/2.

—"lExercice n=11 ||| S.EX:51 |—
Soit les valeurs suivantes :
X -1 0 1 2
y —-1/2 0 1/2 2/5

Approximation par systémes orthogonaux : Soit la fonction f(x) = x3+ x%- 2x — 1 sur
lI'intervalle [-1, 1]. Approximez f(x) par une série de fonctions orthogonales dans la base
des polyndmes de Legendre de degré 2.

—"lExercice n=12 ||| SEX:52 |_

Approximez la fonction f(x) = sin(x) sur l'intervalle [0, 7/2] al'aide d'un polynéme de degré
2 en utilisant la méthode des moindres carrés.

—"lExercice n=13 ||| SEX:53 |_

Soit la fonction f(x) = sin(x) sur l'intervalle [0, /2]. Approximez f(x) par une combinaison
linéaire des fonctions sin(nx) dans la base orthogonale des fonctions sin(nx) cos(mx) avec n, m
entiers.

—||Exercice n=14 Nl sEx:s4

=

J

Polycopié : Méthodes Numériques



Université TAHRI Mohammed Béchar*Faculté de Technologies*Département de Génie Electrique

il 5ol il an * i )1 A * L dene 5 ale nala

Chapitre III : Approximation des fonctions Page | 31
/—' |Exercice n=15 ||| S.EX: 55 |—\

Soitla fonction f(x) = 1/(1 + 25x?%) surl'intervalle [-1, 1]. Approximez f (x) par un polyndme
de degré 4 au sens des moindres carrés dans la base canonique.

—{|[Exercice n216 | sex:s6 —

En utilisant la base canonique de degré 3, trouvez le polyndme qui approxime le mieux la
fonction f(x) = x/(1 + x?) a partir des points (-1, -1/2), (0, 0), (1, 1/2) et (2, 2/5).

—"lExercice n=17 ||| SEX:57 |_

—|||Exercicené18 ||| SEX:58 |_

En utilisant la méthode des moindres carrés, trouver une approximation de la forme
* = ax® + bx + ¢ d’'une fonction y = f(x) définie par les mesures:

X -2 -1 0 1 2
y 13 5 2 1 7
—HiExercicené19 m S.EX: 59 |—

En utilisant la méthode des moindres carrés, trouver une approximation de la forme

*

y* = a/x + b; d'une fonction y = f(x) définie par les mesures:

X 1 2 3 4 5
y | 3 2 1 | 05 | 02
—|"Exercicen£20 "l SEX: 60 |—

En utilisant la méthode des moindres carrés, trouver une approximation de la forme
* — (bx)
y*=a.e
d’une fonction y=f(x) définie par les mesures: (0,2.5);(1,3.2);(2,4.6); (3, 7.2);(4,11.3)

N J
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4 Cours n= 06-07

** Integration numérique **

g-l. 0L 0T 10 ot [ ) o 1000 33 :
i 2. MEthOde des IECLANGIES ......vuieeeereeeeeeseeret et 33;
i 2.1, FOTMUIES STMPIES ovvvvrrreeeeseessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssee 33 i
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i 3.1. FOrmules SIMPIES ... 34 i
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i 3.4, FOTIMULE SIMPLE ..ottt s s 35;
i 3.5. FOITULE COMPOSITE .evvrerereresesesssessssssssssssssssssssssssssssssssss sttt 36 i
1 3.6, ETTEUE Q'INTEZTATION covvreeseesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssees 361
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(1. Introduction

Tres souvent le calcul explicite de l'intégrale, d’'une fonction f continue sur [a, b] dans R,

définie par [ = f; f(x)dx peut se révéler trés laborieux, ou tout simplement impossible a
atteindre. Par conséquent, on fait appel a des méthodes numériques, afin de calculer
une approximation de /.

On donne une fonction numérique f définie et intégrable sur [a,b] supposée connue en
(n + 1) points selon le tableau :

x Xo X1 Xn
fG) | flx) | flxg) fCxn)

Pour approcher le nombre exact I = f;f(x)dx ,'idée est la suivante :

» On remplace f(x) par son polynéme d’interpolation B, (x) ;
» On calcule I,, = fab P,(x)dx ;
% On estime 'erreur |I — I,,].

DS

DS

3

Une telle méthode est appelée souvent méthode de quadrature. On décrira celles qui font appel
al'interpolation polynomiale de degré 0,1 et 2 On obtient respectivement les formules simples des
rectangles, des trapezes et de Simpson.

2. Méthode des rectangles
2.1. Formules simples

Supposons que « f » est connue en un point a € [a, b]. Le polynéme d’interpolation de f estla
constante Py(x) = f(a)

Le nombre I est donc approché par :

b b
Iy = f Py(x)dx = f fla)dx = (b—a)f(a) (Iv.01)

On aura trois cas :

4 £ ? /\f(x)

[}

f 1

Méthode du rectangle a gauche Méthode du point milieu Méthode du rectangle a droite

w=a : a=bh

. a=athb)/2

a b a a b a b

Exemple n=01

Trouver en utilisant la formule de point-milieu une valeur approchée de I'intégrale

2
I =J- (3x% + 2x)dx
1

2
(1) Analytiquement : I = f (Bx2+2x)dxI=[x3+x?]1=23+22-1-1=10
1

(2) Point — milieu:I, = (b —a)f (asz) =2-1f @ =3 (;)2 +2 (;) =9.75

N J
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(2.2. Formules composites

La méthode du point milieu composite est obtenue en 1* /\ (%)
1
subdivisant lintervalle [a,b] en n sous-intervalles :\
Ik = [xk,xk+1],k =0,..,n

Avec x,=a+kXh, et h=bT_a

En appliquant le méme principe d’interpolation
de degré 0 sur chaque intervalle. On approche f(x) par
Py(x) = f(ay) ot ay € [xy, Xg41]

a Qy aq 2 as b
Et on obtient la formule composite des rectangles :
n—1 rXk+1 n-1
Ip = Z flap)dx =h f(ay) (IV. 02)
k=0 Xk k=0
Exemple n=02
En reprenant 'exemple précédent, pour n=4.
Solution
b—-—a 2-1
Ona:h= = = 0.25
n 4
Xi 1 | 1.25 | 1.5 | 1.75 | 2 |
a 1.1250 1.3750 1.6250 1.8750
f(ay) 6.0469 8.4219 11.1719 14.2969
L’intégrale :
n-1
Ir=nh f(ar) = 0.25(6.0469 + 8.4219 + 11.1719 + 14.2969) = 9.9844
k=0

2.3. Evaluation de I'erreur

C’est la différence entre I'intégrale exacte de la fonction et celle calculée par la méthode
des rectangle, elle est notée par:

a+b b — a)?
E=I-1]= )‘<( )

f:f(x)dx—(b—a)f< ) =

3. Méthode des trapézes
3.1. Formules simples

x max f'(x) (Iv.03)

»

Le calcul de I'intégrale dans ce cas revient au calcul de 4
'aire d’un trapeze.
(Petitepyse + Grandepqs.) X Hauteur

I=S§

2
I_f(a)+f(b)
~ 2(b-a)

@.*; e

!
i
i
!
!
a

c.a.d. on utilise I'interpolation a deux points. Si on suppose f aux deux points a et b,on a:

Py(x) = %f(a) P28 - f(bZ :Z(a)x , bf(@) —af )

b— b—a
Par intégration, on obtient

b 1 f)—-f(a) bf(a)—af(b) |” fla)+f(b)
_ _ |2 2 = IV. 04
I LPl(x)dx lzx Y a x + a X 20— ) ( )
a
Exemple n=03
En reprenant I'exemple précédent, avec la méthode de trapeze
- J
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(| Solution
a)+ f(b D+ f(2 + 16
ACLS (OFRI (ke (IR CHPPY

3.2. Formules composites

En généralisant le méme principe aux (n + 1) points 1‘
équidistants précédents, on obtient :
S (1) o)
—a X
IT_Z[ Pl(x)dx— Zf k K+1
=0 x;,
b —al|f(a)+f(b n-1
Iy = fla)+5( )+Z f(xk)l (IV. 05)
n 2 k=1
Exemple n=04
En reprenant 'exemple précédent, avec la méthode de trapeze et n=4.
Solution
Xy 1 1.25 1.5 1.75 2
f(x) 5.0000 7.1875 9.7500 12.6875 16.0000
n-—1
b—al|f(a)+f(b 1 [5+16
Ir = - [f( ) > S )+ Z f(xk)] =2 X [ > + 7.1875+9.75 + 12.6875] = 10.0313
k=1

3.3. Erreur d’intégration

En formule simple

b=a+h
E=|I-1]= f f(x)dx—M

b—a
(-
En supposant ensuite quef admet des dérivées successives continues jusqu’a l'ordre 2,

on montre, grace a un développement de Taylor de E a'ordre 2 qu'on a:
3

h
_ <_ n
1= 1| <35 max|f'(x)

(IV.06)

En formule composite, on déduit que
I —Ir| < (b—a)®/(12n%) max|f"(x)|
Ainsi on peut déterminer le nombre de sous-intervalles de I'intervalle d’intégration tel que :
(b—a)3/(12n?) max|f"(x)| < ¢

Ou ¢ est le seuil d’erreur fixé d’avance, d’apres la formule suivante :

> [ba?y, M= '
n= 17z avec M = max |f"(x) |

1. Formule de Simpson
3.4. Formule simple

(IV.07)

On suppose connue faux trois points équidistants
de [a, b]

Xo=a, x;=a+h, x,=a+2h
b—a

ou: h=
4 2

on utilise 'interpolation a trois points.

-
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4 a+b a+b N
P()—(x_ > )(x—b) ()_I_(x—a)(x—b) <a+b)+(X—a)(X— > ) )

2\ = 2h? fla h? A h? f
Et apres intégration, on obtient
b b —a a+b
I, = J P () dx =T [f(a) +4f (T) +f(b)] (V. 08)
a

Exemple n=05
En reprenant I'exemple précédent, avec formule de Simpson.

Solution
b —Sx|f(@ +4f (“T“’) +Fb)| = % X [f(1) + 4f (L5) + £(2)]

12_
1
X [5+4x9.75+16] = 10

3.5. Formule composite

On réitere la formule précédente en partageant

n
s==
2

I'intervalle [a, b] :

Intervalles|x,y, X2k 42 ], centrés en x, 4, de longueur
2h_b—a_2(b—a)

i

L}
S n :
Pour k=012,...,s—1; on obtient, d’abord |
sur [x,, X2x42], a

X2k+2 h
L= | RGO = 3 X [F ) + 4 Cragen) + f G

X2k
Et ensuite, la formule composite de Simpson

s-1 s—1 (Iv.09)
h
=z [f(a) +f(b) +2 kZ:lf(a + 2kh) + 4;f(a + (2k + 1)h)]

Exemple n=06
En reprenant I'exemple précédent, avec la méthode de trapeze et n=4.

Solution

Xk 1 1.25 1.5 1.75 2
f(x) 5.0000 7.1875 9.7500 12.6875 16.0000

h s—1 s—1
Iy = 3 [f(a) + f(b) + zzk—lf(a + 2kh) + 4zk_1f(a + (2k + 1)h)]
0.25 - -
== [f(D) + F(2) + 2(£(1.25) + £(1.75)) + 4(f(1.5))]
0.25

=~ [5+16+2(9.75) + 4(7.1875 + 12.6875)] = 10

3.6. Erreur d’intégration

Utilisant la méthode précédente on trouve l'estimation de lerreur suivante, pour

des fonctions f admettant des dérivées successives continues jusqu’a I'ordre 4.
(b —a)®
=~ 77 @
max x
180n* |f ( )l

Lorsqu’on connait une majoration M de |f(4) (x)|, le pas choisi h qui permet d’avoir au plus

une erreur ¢ vérifie nécessairement

|1 —I| <

-
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(b —a)® , . (b—a)
WMSSdOU 180 Xh4XMS€
Ou bien
pe | 180 (IV.10)
(b—a)xM
2. Exercices
—"lExercice n=01 "l S.EX: 61 |—

Intégrez numériquement la fonction f(x) = 1/(1 + x?) sur l'intervalle [0,2] en utilisant la
méthode des rectangles avec un pas de 0,1.

—{|[Exercice n=202 | sex:62 —

Intégrez numériquement la fonction définie par les points suivants : (0,0), (1,1), (2,0), (3,-1),
(4,0) en utilisant la méthode des rectangles avec un pas de 0,5.

—HiExercicené03 m S.EX: 63 |—

Utilisez la méthode des trapézes pour approximer l'intégrale de la fonction f(x) = e* sur
l'intervalle [0,1] avec un pas de 0,1.

—|||Exercice n=04 "l SEX: 64 |—

Intégrez numériquement la fonction définie par les points suivants : (-1,0), (0,1), (1,0), (2,-1),
(3,0) en utilisant la méthode des trapezes avec un pas de 1.

—|||Exercicené05 ||| SEX: 65 |_

Utilisez la méthode de Simpson pour approximer l'intégrale de la fonction f(x) = +/x sur
l'intervalle [0,4] avec un pas de 0,5.

"lExercice n=06 ||| S.EX: 66 |—
Intégrez numériquement la fonction définie par les points suivants : (-2,4), (-1,2), (0,1), (1,2),
(2,4) en utilisant la méthode de Simpson avec un pas de 1.

—|||Exercicen£07 ||| S.EX: 67 |—

La fonction f(x) est définie sur l'intervalle [-2,2] par f(x) = 1- x2.

1- Calculez l'intégrale exacte de f(x) sur l'intervalle [-2,2].

2- Intégrez numériquement f (x) surl'intervalle [-2,2] en utilisant la méthode des trapezes avec
n = 4 sous-intervalles.

3- Calculez I'erreur commise en utilisant cette méthode.

—|| Exercice n=08 Il sEx:68 |—
La fonction f(x) est définie sur l'intervalle [0,1] parf(x) =+V1 — x2.
1- Calculez l'intégrale exacte de f(x) sur l'intervalle [0,1].
2- Intégrez numériquement f(x) sur l'intervalle [0,1] en utilisant la méthode des rectangles
avec n = 8 sous-intervalles.
3- Calculez I'erreur commise en utilisant cette méthode.

—|||Exercicené09 ||| SEX: 69 |_

La fonction f(x) est définie sur l'intervalle [0,1] par f(x) = x3 + 2x.

1- Calculez l'intégrale exacte de f(x) sur l'intervalle [0,1].

2- Intégrez numériquement f(x) sur l'intervalle [0,1] en utilisant la méthode de Simpson avec
n = 6 sous-intervalles.

3- Calculez I'erreur commise en utilisant cette méthode.

N\ J
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(—' |Exercice n=10 ||| S.EX:70 |—\

1- Calculez le nombre de sous-intervalles nécessaires pour intégrer numériquement la fonction
f(x) = cos(x) sur l'intervalle [0, /2] avec une précision de 10~3 en utilisant la méthode
des rectangles.

2- Calculez l'intégrale exacte

3- Intégrez numériquement f(x)

4- Calculez I'erreur commise en utilisant cette méthode.

—"lExercice n=11 ||| S.EX:71 |—

1- Calculez le nombre de sous-intervalles nécessaires pour intégrer numériquement la fonction
f(x) = x>+ 2x + 3 sur l'intervalle [-1,1] avec une précision de 10~* en utilisant la
méthode des trapezes.

2- Calculez l'intégrale exacte

3- Intégrez numériquement f(x)

Calculez 'erreur commise en utilisant cette méthode.

—IHExercicenélZ m S.EX:72 |—

1- Calculez le nombre de sous-intervalles nécessaires pour intégrer numériquement la fonction
f(x) =1/(x?+ 1) surl'intervalle [0,1] avec une précision de 107° en utilisant la méthode
de Simpson.

2- Calculez l'intégrale exacte

3- Intégrez numériquement f(x)

4- Calculez I'erreur commise en utilisant cette méthode.

—"lExercice n=13 ||| SEX:73 |_

1- Intégrez numériquement la fonction f(x) = x X In(x) sur l'intervalle [1,3] en utilisant la
méthode des trapézes avec une précision de 10~%,
2- Calculez |'erreur commise en utilisant cette méthode.

—"lExercice n=14 "l S.EX: 74 |—

1- Intégrez numériquement la fonction f(x) = x X In(x) sur l'intervalle [1,3] en utilisant la
méthode des trapezes avec un pas de 0,2.
2- Calculez |'erreur commise en utilisant cette méthode.

—"lExercice n=15 ||| SEX:75 |_

1- Utilisez la méthode des trapézes pour approximer l'intégrale de la fonction f(x) = In(x + 1)
sur l'intervalle [0,2] avec un pas de 0,25.
2- Calculez I'erreur commise en utilisant cette méthode.

—|||Exercicené16 ||| SEX:76 |_

1- Utilisez la méthode de Simpson pour approximer l'intégrale de la fonction

f(x) = x X V1 —x? surl'intervalle [0,1] avec un pas de 0,2.
2- Calculez l'erreur commise en utilisant cette méthode.

—||Exercice n=17 | sex:77

Calculez numériquement I'intégrale de la fonction f(x) = sin(x)/x sur l'intervalle [0, 7] en
utilisant la méthode des rectangles.

—|||Exercicené18 ||| SEX:78 |_

Calculez numériquement l'intégrale de la fonction f(x) = In(x)/x sur l'intervalle [1,2] en
utilisant la méthode des trapezes.

N\ J
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/—' |Exercice n=19

| sex:79 )

utilisant la méthode des trapezes.

Calculez numériquement l'intégrale de la fonction f(x) = e*/(x + 1)? sur l'intervalle [0,2] en

—"| Exercice n220

Il sEx:80

Calculez numériquement l'intégrale de la fonction

2_
Flx) = x“-3x + 2

x3-3x2+ 3x-1
sur l'intervalle [0,1] en utilisant la méthode de Simpson

N
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4 Cours n= 08-09

** Reésolution des équations différentielles
ordinaires **

1 T OAUCHON vttt 41 |
. B\ U o Lo Yo L300 2T =Y 42 .
- LY (<Y o 0 Lo Yo (sNs M AU LS = Ve 0 U= A0} o<1 P 43 -
14, Méthode de RUNGE-KULLA ...t ssssssssessssssssssss bbb ssssssesanes 431!
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(1. Introduction

Une équation différentielle est une équation impliquant une ou plusieurs dérivées
d’une fonction inconnue. Si toutes les dérivées sont prises par rapport a une seule variable, on
parle d’équation différentielle ordinaire. Une équation mettant en jeu des dérivées partielles est
appelée équation aux dérivées partielles. On dit qu'une équation différentielle (ordinaire ou aux
dérivées partielles) est d’ordre p si elle implique des dérivées d’ordre au plus p. Dans le présent
chapitre, nous considérons des équations différentielles ordinaires d’ordre un.

f(%y,» -----'y(n)) =g(x)
g : Appelée «second membre» de 1'équation, est nulle, on dit que I’équation en question est
homogene.

—1 Définition 03 - Probléme de CAUCHY

Soit f: I X R = R une fonction donnée et y, la dérivée de y par rapport a x. On appelle
probléme de CAUCHY le probleme trouvery: 1 c R = R tel que:
{y’(x) = f(xy(x)),vx €1,

y(xo) = Yo,
avec x, un point de I et y, une valeur appelée donnée initiale.

Exemple n=07
Onsedonne f (x,y) = y3ety, =1
y' =y3 Vx>0

On cherche une fonctiony : x € R* - y(x) € R qui satisfait {y(O) =1

Solution

=dx=>—1y_2=x+(]te=>y=—
y 2 C —2x
Ona:y(0)=1=C=1 Alors:y=1/VJ1—-2x
On vérifie que la solution y est donnée pary = 1/v1—2x qui n’est définie que pour
x € [0;1/2]. Cest exemple montre qu'un probléme de CAUCHY n’as pas toujours une solution
pour tout x € [0; +oo[ puisqu’ici la solution explose lorsque x tend vars la valeur 1/2

En effet, nous avons  (lim)—(x — 1/2) y(x) = +©

Exemple n=08
On se donne f (x,y) = y§ ety, =0
On cherche une fonctiony : x € R* - y(x) € R qui satisfait
{y’ = y%, Vx>0
y(0) =1

Solution
dy 33 te 27350V
—lzdx=>§y2=x+C =y = (2/3x+C)
y3

Ona:y(0)=0=C=0 Alors :y =/8x3/27

On vérifie que les solutionsy =0, y =/8x3/27 ety = —/8x3/27 pour tout x > 0, sont
toutes trois solutions du probleme de CAUCHY donné. C’est exemple montre qu'un probléme de

CAUCHY n’as pas nécessairement de solution unique.

N

Les trois ci-dessus montrent que I'étude mathématique de l'existence et de l'unicité
de solutions d’'un probléme de CAUCHY peut étre une affaire délicate.

Dans ce chapitre, nous nous contentons de rappeler un résultat d’existence et d’unicité global,
au sens ou on peut intégrer le probleme de CAUCHY jusqu’a x = oo.

y
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(] Théoreme 09 |— Théoréme de CAUCHY-Lipschitz

Soit un probléme de CAUCHY. Si la fonction f (x,y) est
% Continue par rapport a ses deux variables ;
¢ Lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable, c'est-a-dire qu'il existe
une constante positive L (appelée constante de Lipschitz) telle que :

If (e, y1) = fOoy)| < L.lyy — yal, Vxel, Vyuy2, ER,
Alors, le probléeme de Cauchy admet une solution unique.

Considérons le probleme de CAUCHY et supposons que l'on ait montré lexistence
d’une solution y. Le principe de toutes ces méthodes est de subdiviser l'intervalle I = [x,, T |,
avecT < +oo,enn intervalles de longueur

T —x
h = Xpy1 — X0 = n - (v.01)
h : Est appelé le pas de discrétisation.
Alors, pour chaque nceud :
X, = Xo + nh (Vv.02)

2. Méthode D’Euler

En X on connait y,; donc aussi
Yo = f(x0,¥0) (V.03)
Si y est la solution exacte, y est approchée sur l'intervalle [x, , x,| par sa tangente au point x, . Et
ainsi, on a

y1 = Yo+ h.f(x0,¥0) (V.04)
Sur l'intervalle [x; , x,] ; y sera remplacée par la tangente au point (x;; y;): On trouve :
y2 =y1+hf(x,y1) (V.05)

Ceci conduit a la forme récurrente d’Euler
{ Xps1 =Xp +h

.06
Yn+1 = Yn t h-f(xn' yn) . )

Exemple n=09
Soit le probleme de Cauchy
{y’ =x+y,
y(0) =1
On veut approcher, 31073, la solution exacte en x = 1 a l'aide de la méthode d’Euler, en
subdivisant 'intervalle [0,1] en dix parties égales.

Solution
Ona: f(xpyn) =Xn+ Yn h=0.1
Selon l'algorithme d’Euler :
i1 =Yn + A O, V) =y + 01 X (x, +y,) =01 Xx, + 1.1 Xy,
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xp 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Y, | 1.0000 | 1.1000 | 1.2200 | 1.3620 | 1.5282 | 1.7210 | 1.9431 | 2.1974 | 2.4872 | 2.8159 | 3.1875

La solution exacte de l'équation est donnée par y =2e*—x—1, ce qui donne
y(1) = 3,437.

L’erreur: |y(1) — y,0| = |3.437 — 3.1875| = 0.2495

L’approximation calculée est donc trés grossiere.

A L’erreur dans la méthode d’Euler est relativement importante. Elle peut étre améliorée en
choisissant plus petit pas h, ce qui augmente considérablement le volume des calculs a
effectuer, ou en approchant la solution du probléeme de Cauchy par des méthodes permettant
de réduire cette erreur.

N J
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(3. Méthode d’Euler améliorée

Nous pouvons utiliser une prédiction d’EULER progressive pour approcher le y,.1 dans le
2

terme f (xn + g,y (xn + g)) par :{ yn+3 Est une approximation de y (xn + g)}

(x4 5) = 3+ 1 o) (v.07)

Nous avons construit ainsi un nouveau schéma appelé schéma d’EULER modifié qui s’écrit :
Xpi1 = Xp + h

éy<xn Z) yn+ S (xn vn) v.08)

h _ h
lYn+1 =Yt hf <xn + E!y(xn +§>>
Exemple n=10

Le méme exemple précédant avec la méthode d’Euler améliorée
Ona:f(x, Yn) = Xp + Vn h = 0.1

Solution
Selon I'algorithme d’Euler modifiée

h , 01
y (xn 2) Yn + f Gen ¥n) = Y + = (n + ) = 0.05x, + 105,

01 . 0.1 0.1
Yn+1 = Yn +h.f xn+7,y(xn+7) =yn+0.1(xn+7+0.05xn+1.05yn)

= 0.105x, + 1.105y, + 0.005
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xp 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Vn 1.0000 | 1.1100 | 1.2421 | 1.3985 | 1.5818 | 1.7949 | 2.0409 | 2.3231 | 2.6456 | 3.0124 | 3.4282

Lerreur: |y(1) — y;0| = |3.437 — 3.4282| = 8.8 x 1073

4. Méthode de Runge-Kutta
Le développement de Taylor d’ordre 2 implique :

h h* 5
Y =Yt Yt vn +e(h?) (V.09)
Et comme :
D’une part, y' (%) = f (e, Yn) (V.10)
D’autre part " af (xn, yn)
Y Gay) = =
o O Gom ) . - 8 Cen )
D’ou: " ) )
Y (k) = T f oty ) 5y (v.11)
On est amené a considérer 'algorithme de Taylor :
h 8f (X, yn) 8f (X yn)
Yn+1 = y(xn)+_xf(xnryn)+_x< 611 = f( X YV, n) T:; = (V.lZ)
On reprend l’algorlthme de Taylor
8f (Xn, Yn) 8f (X, yn)
Yn+1 = Yn + f(xn;yn) + f(xn'yn) +5 < 51; = + h-f(xn' yn)-#
h 8f (Xn, Yn) 8f (X Yn)
=Yn + f(xni Yn) +5 (f(xni Yn) +h 61;(,' B + hf(xn' Yn)#
Selon le développement de Taylor on a, a des termes en h pres,
5f (x ,y) 8f (Xn, Yn)
f(xn':Vn) +h ST; = hf( Xnr Y, n) # - f(xn + h:.Vn + h-f(xn'Yn))
h
Yn+1 = Yot (f(xn,yn) + f (Xns1, I + h-f(xn,yn))) (V.13)

-

Polycopié : Méthodes Numériques



Université TAHRI Mohammed Béchar*Faculté de Technologies*Département de Génie Electrique

il el il s * L oS3 IS # L e 5 alla sl

Chapitre V: Résolution des équations différentielles ordinaires Page | 44

(L’Algorithme de Runge-Kutta (point milieu) peut donc s’écrire :
(Xn+1 =Xn T h

é Pn1 = f(xn; yn)
| Dn2 = f(xn+1' Yn + h. pn,l) (V.14)

h
kyn+1 =Ynt E(pn,l + Pn,z)

La méthode de Runge-kutta la plus utilisée est d’ordre 4(on néglige les dérivées du 4éme ordre
dans le développement de Taylor) ; Il s’agit de I'algorithme suivant:
(Xps1 =Xp +h
Pna = f(ny ym)
h h

Pn2 = f (xn + E:yn + E-pn,l)
h (V.15)

. Pn,z)

h
Pn3 =f(xn +§:yn +E

Pna = f(xn+1' Yn + h. pn,3)

h
kyn+1 =Yt g (pn,l + 2Pn,2 + 2pn,3 + pn,4)

Exemple n=11

Le méme exemple précédant avec la méthode de Runge-Kutta
01) D’ordre 2

Runge-Kutta d’ordre 2

Solution
Ona:f(x,,Yn) = Xn+Yn h=0.1
Selon l'algorithme de Runge-Kutta:
Pn1 = [ ) = Xn + Y
Pn2 = f(xn+1'yn + h. pn,l) =X, +h+y,+h Pni = Xp + 0.1+y, + 0-1(xn + yn)
= 1.1x, + 1.1y, + 0.1

h 0.1
Yn+1 =Yn Tt E (pn,l + Pn,z) =Y+ T(xn +yp + L1x, + 1.1y, + 0.1)
= 0.105x,, + 1.105y,, + 0.005
Dans ce cas on aura les mémes résultats d’Euler améliorée
02) D’ordre 4
Runge-Kutta d’ordre 4
Pn1 = f(xnr yn) =Xpt+Yn
h h 0.1

h h . 0.1
Pn,2 =f(xn+§'yn+z-pn,1) =xn+§+yn+§pn,1 =xn+7+yn+7(xn+yn)

= 1.05x,, + 1.05y, + 0.05
h h h h 0.1 0.1
"Pn3 = f(xn +E:yn +E-pn,2) = Xn +E+ Yn +E-pn,2 = Xn +7+yn +7(1-05xn +
1.05y, + 0.05) = 1.0525x,, + 1.0525y, + 0.0525
"Pna = f(xn+1,yn + h. pn’3) =X, +h+y, +hpys=2x,+0.1+y,+0.1(1.0525x, +
1.0525y, + 0.0525) = 1.10525x,, + 1.10525y, + 0.10525

h 0.1
"VYns1 = Yn T E(pn,l + 2pn,2 + 2pn,3 + pn,4) =Yt s (xn + Y+ 2(1-05xn + 1.05y, +
0.05) + 2(1.0525x,, + 1.0525y,, + 0.0525) + 1.10525x,, + 1.10525y,, + 0.10525)
"y..1 = 0.10517x, + 1.10517y, + 0.00517
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xn 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Vn 1.0000 | 1.1103 | 1.2428 | 1.3997 | 1.5836 | 1.7974 | 2.0442 | 2.3275 | 2.6511 | 3.0192 | 3.4366

L'erreur: |y(1) — y,0| = |3.437 — 3.4366] = 3.9 x 10™*

- J
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(5. Exercices

—"lExercicenéOl ||| S.EX: 81 |—

On considere le probleme de CAUCHY

{y’ = —y?

y(0) =1
1- Montrer que le probléme possede une solution unique globale.
2- Avec de la méthode d’Euler et pour n=10 trouvez y(1) les résultats avec trois décimales.
3- Comparer les résultats obtenus avec ceux calculés a partir dela solution exacte.
4- Reprendre les calculs avec la méthode d’Euler améliorée.

—IHExercice n=02 m S.EX: 82 |—
Soit a résoudre numériquement sur lintervalle [0,1] I’équation différentielle suivante:
y=1+xy y(0)=0
1- Utiliser la méthode de Runge-Kutta d’'ordre 2 pour trouver une valeur approchée
y(1) pour h = 0.2.
2- Reprendre les calculs par méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. (¢ = 1073).

—IHExercicené03 m S.EX:83 |—

Résoudre avec les quatre méthodes les EDO suivantes :
- y=0+1D)/P+1D;y@)=0;h=02 y(3)=?
2- y'y =n/12sin(n/3x); y(1)=1/2 ;h=1; y(3) =?

—"lExercice n=04 "l S.EX:84 |—

Utiliser la méthode d'Euler explicite pour résoudre 1'équation différentielle y' = x + y avecla
condition initiale y(0) = 1, pour les valeurs de x allant de 0 a 1 avec un pas de 0,1.

—"lExercice n=05 "l S.EX: 85 |—

Utiliser la méthode de Runge-Kutta d'ordre 2 pour résoudre 1'équation différentielle y' = x + y
avec la condition initiale y(0) = 1, pour les valeurs de x allant de 0 a 1 avec un pas de 0,1.

—"lExercice n=06 "l S.EX:86 |—

Utiliser la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 pour résoudre 1'équation différentielle
y" + 2y'+ y = 4sin(x) avec les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 1, pour les valeurs
de x allant de 0 a 5 avec un pas de 0,1.

—"lExercice n=07 ||| S.EX : 87 |—

Résoudre I'équation différentielle y'" + y' + 2y = 0 avec les conditions initiales y(0) = 1 et
y'(0) = 0 en utilisant la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 avecun pasde h = 0,1.

—"lExercice n=08 "l S.EX:88 |—

Utiliser la méthode de Euler explicite pour résoudre 1'équation différentielle y’ + y = x% avecla
condition initiale y(0) = 1 surl'intervalle [0, 1] avecun pasde h = 0,1. Comparer les résultats
avec la solution exacte.

—"lExercice n=09 "l S.EX: 89 |—

Utiliser la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 pour résoudre 1'équation différentielle
y' = (1-y2?)/( + x?) avec la condition initiale y(0) = 0 sur l'intervalle [-1, 1] avec un pas
deh = 0,01.

—"lExercice n=10 "l S.EX: 90 |—

Utiliser la méthode d'Euler améliorée pour résoudre 1'équation différentielle y' = (x? + y)/2
avec la condition initiale y(0) = 0 sur l'intervalle [0, 1] avec un pas de h = 0,1. Comparer les
résultats avec la solution exacte.

N\ J
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/
Cours n=2 10-11
** Méthodes directes de résolution
des systémes d’équations linéaires **
1. T OAUCHON vttt 47 |
i 2. Méthode d'élimination de GAUSS .. s ————————————__m; 47 i
i 2.1, Transformations élémentaires de MAatriCES. ... sss e eseens 47 i
1 2.2, Algorithme d'élimination de GAUSS ......c.crreeureeeesmeeeesessessessssseessesesssesssssssssssssssessssssssssssssssssssssesanes 47 !
E 2.3. La Stratégie AU PIVOL PATTIC...uueeeeeeeeesesssssssssssssssssseseesssssssssssssssssssssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssees 48 :
i 2.4. La stratégie du pivot partiel COMPOSE.......cuiin s 49 ;
i 2.5. La stratégie du PiVOt total . 49 i
i 3. Méthode de GauSS-JOTdaAN s 50 i
14, Méthode de faCtOTiSAtION LU ..o resessesesssesessssessssssesssssssssssssesssssssssssessssssssssssssassssssasssssssssssssssssans 50!
E 4.1. Principe de 12 MELNOAE. ...t sssss s ssssssssssssssssssssnssssnsnns 50 :
i 4.2. Détermination des matrices L et U unissssssssssssisssssssssssssssssssssssssssssss: 50§
i i
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(1. Introduction

On appelle systeme linéaire d'ordre n,(n € N*) une expression de la forme :
AXX=b (VL.01)

Oud = (aij), 1<i,j<n, désigne une matrice carrée d'ordre n de nombres réels
ou complexes; La matrice A est dite réguliere (inversible) si det(4) # 0;
b = (b; ),1 < i < nUne vectrice colonne de réel ou complexe.
X = (x;),1 <i < n,estle vecteur des inconnues du systéme.
Pour résoudre le systeme linéaire on a deux catégories :
A Méthodes directes :

Ce sont des méthodes qui permettent d'obtenir la solution X, si l'ordinateur faisait
des calculs exacts, en un nombre fini (en relation avec n) d'opérations élémentaires.
Parmi les méthodes de résolution du systéme on citera :
= Méthode de Gauss (méthode du pivot)
= Méthode de Gauss-Jordan
= La méthode factorisation LU
[

A~ Méthodes itératives :

Ce sont des méthodes qui consistent & construire une suite de vecteurs X™ convergeant vers
la solution X.
= Méthode de Jacobi
= Méthode de Gauss-Seidel
= Méthode de relaxation

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que A est une matrice inversible de M,,(R) ;
ou M, (R) estl'ensemble des matrices carrée d'ordre n a coefficients réels.
2. Méthode d'élimination de Gauss
Principe : Transformation de la matrice A en une matrice triangulaire supérieure.
transformation . . . . L.
[A i b] ——— > [A" i b'] Ou A’ estla matrice triangulaire supérieure.
2.1. Transformations élémentaires de matrices.
On appelle transformation élémentaire d'une matrice I'une des deux opérations suivantes:
L'échange de deux lignes (ou de deux colonnes), noté L; — L; (ou de colonne C; — C;);
Le remplacement d'une ligne par une combinaison linéaire de lignes contenant cette ligne avec
coefficientnonnul, L; > a X L; + b X L; (ouC; = a X C; + b x C;0).
2.2. Algorithme d'élimination de Gauss
Onpose AV = Aeth® =p
€)) €Y) ® . @\ ;@
a;; Qi; .. A, P b7\ Lj
(AW : pW) = o) agy .oay iYL
W o ® . ,®/a
Apny Apz o Qpp ¢ by /Ln)
1ére étape
Sia(1) # 0 (sinon on fait une permutation de lignes) on fait les affectations suivantes :
LY = L (1) /(1)
1 1 N
oua;y; =a;; /a 1.02)
2 1 1 at i1 / 11 v
L - 1V — a;, LY
D €)) v . W\ 7
a;; a5 .. a;, i b \Ll
: 2 @ . ,@ 1,2
On obtient donc (A(Z) : b(z)) = | 0 ay; .. a i b, |L2
N R e
0 a;; .. ap, i by /L;)

N J

Polycopié : Méthodes Numériques




Université TAHRI Mohammed Béchar*Faculté de Technologies*Département de Génie Electrique

il el il s * L oS3 IS # L e 5 alla sl

Chapitre VI : Méthodes directes de résolution des systémes d’équations linéaires Page | 48
(2&me étape

En répete la méme opération avec la sous matrice (n—1)x(n—1) en éliminent

la premiere ligne et colonne.

Nieme étape
En continu de la méme facon a chaque fois en éliminent une ligne et une colonne.

i : CORCY W, P\ ;O
On obtient donc: a;; a3 .. a;, i b \\L1
@) @ . ;@ |;@
(Am);b(n)):KO Az; = G P by | (V1.03)
D 0 G p )y
0 0 .. ap i b/ L)"

Les a,((’,?, k = 1,n sont appelés "pivots de la méthode de Gauss".

Exemple n=01
X1 +3x, +3x3 =0
Résoudre le systeme des équations suivant: { 2x; +2x, = 2
3x; +2x, +6x3 =11

Solution
Matrice triangulaire supérieures

=L 1 3 3 4
13 3 ¢ 0\(2e @1 3 3 i 0\ [l-te-(] RPN
<2 S 2>L3—L3 L1.<3><0 S o 2>{ G (o -4 62
3 2 6 ¢ 11 0o -7 -3 : 11 007515/2

Xy +3x, +3x3 =0

O —4-x2 _6X3 = 2 XB - 1
15 15 >{x, = —2
0 0 +—ux3 = X, =3

2 2

Remarque : Il ne faut pas utiliser des pivots trop petits car les erreurs d'arrondi peuvent
donner des solutions fausses. Un moyen de contourner le probleme d'un pivot nul ou presque est
d'utiliser la technique de pivoter. Il existe deux stratégies de pivoter.

2.3. La stratégie du pivot partiel

Principe : 4 la Kiéme étape (1 < k < n — 1) d'élimination de Gauss le pivot partiel, choisir
parmi les coefficients de colonne la valeur absolue la plus grande, On permute ensuite avec
la ligne en question.

Exemple n=02
Résoudre le systeme précédent avec la stratégie du pivot partiel.

Solution

1 3 3 ¢ 0
2 2 0 : 2
3 2 6 ¢ 11

k=1 premieére colonne (A). Le premier pivot C; = max(1,2,3) =3; p; = az; = 3.

2

{L2=L2—L1-(§) /3 2 6 11

3 2 6 ¢ 11\ |pa—p.—1,(* 2 .16

Li=L 3=L3—L, —_ HE
1—3(22032) (3)|034‘ 3 |

1 33 : 0 \ 7 11

0 - 1 _ =

3 3

k=2 deuxiéme colonne (A;;4). C, = max (2/3 ; g) = % Py = A3y = g

- J
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( /3 2 6 i 11 \ /3 2 6 11 \
7 11 2 7 11
Lo=L T R L O T
0 2 4 16 0 0 30 . 30
3 3 7 7

{le +2x, +6x3 =11 { x3=1
0 0 +x3 =1 X1 =3

2.4. La stratégie du pivot partiel composé

Principe : 4 la Kiéme étape (1 < k < n — 1) d'élimination de Gauss le pivot partiel, diviser
les colonne sur la valeur absolue la plus grande de la ligne, puis choisir parmi les coefficients de
colonne la valeur absolue la plus grande, On permute ensuite avec la ligne en question.

Exemple n=03
Résoudre le systeme précédent avec la stratégie du pivot partiel composé.
Solution
1 3 3 ¢ 0
2 2 0 : 2
3 2 6 : 11
d, = max(1,3,3) = 3; d, = max(2,2,0) = 2; d; = max(3,2,6) = 6;
1
32
k=1 premieére colonne (A). Le premier pivot C; = max % =1, pp =a,, =3.
L2=L2—L1.(%)
Lo, (2 2 0 & 2 L3=L3_L1,(§) 2 2 0 i 2
— (1 3 3 : 0 0o 2 3 : -1
3 2 6 : 11 0 -1 6 : 8
k=2 deuxiéme colonne (A;;A) X C, = max (g ;%) =1p,=a,, =2
2 2 0 : 2
L3=L3+L2<%) 0 2 3 . -1 le +2x2 =2 X3 = 1
_— 15 ) 15 = 0 +2x2 +3X3 =—-1= Xy = -2
0 0 7 : 7 0 0 +X3 =1 X1 = 3

2.5. La stratégie du pivot total
Principe : 4 1a Kiéme étape (1 £k <n-—1)d'élimination de Gauss le pivot partiel, choisir
parmi les coefficients de la matrice la valeur absolue la plus grande, On permute ensuite avec

la ligne et la colonne de telle fagon d’avoir ce élément comme pivot.
Attention a chaque permutation de colonnes les inconnues changent de places.

Exemple n=04
Résoudre le systeme précédent avec la stratégie du pivot partiel composé.

Solution

1 3 3 ¢ 0\[*%
(2 2 0 ¢ 2 ) X2
3 2 6 ¢ 11/1%3

ler étape : le terme le plus grand en valeur absolue de A est p; = az; =6

Lo /3 2 6 i 11\[*1] .. /6 2 3 i 11\[*3
1453 1+—L3
—(2 2 0 : 2|[x—0 2 2 : 2||*x

133 ¢ 0/lx 331 : 0/ln

2=L2 .

[L () 6 2 3 i 11\ .
G0 2 2 2 2 ||
o\, ., _r, _u)?

\ 2 1 2]
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| 2eme étape : le terme le plus grand en valeur absolue de (A;;4) est p, = a,, = 2
6 2 3 i 11\ (6xs +2x; 3% =11 ‘. =3
Ly=L3-L, [ Q0 2 2 : 2 3 0 +2x, +2x; =2 1=
_ 5 15 X | = 5 15 = X2 = -2
0 0 —2 ¢ ——/Ix - =—-—= x3 =1
2 2/ 0 0 2x, 2 3

il el il s * L oS3 IS # L e 5 alla sl

3. Méthode de Gauss-Jordan
Principe :
Transformation de la matrice A en matrice identité.

transformation , . . . .,
[A i b] ——— > [I:b'] Oulestlamatrice identité.

4. Méthode de factorisation LU

4.1. Principe de la méthode

Décomposition de la matrice A de facon a la mettre sous la forme A=L XU ou L est
une matrice triangulaire inférieure unitaire et U est une matrice triangulaire supérieure.
Résolution : Le systeme A X X = b devient:

LxXY=b
AXxX=b & LXUXX=Db 1. 04
{U xX=Y (VL. 04)
L = (ll-j)l < i,j < n Triangulaire inférieure telleque /;; = 1,i = 1,n
U une matrice triangulaire supérieure telle que A = LU.
4.2. Détermination des matrices L et U
Onad = A(l); Au premier pas d'élimination de Gauss, on trouve
A@ = M@ x 4@ (VI.05)
ol 1 00 .0
-a,;, 1 1 .. 0 a®
MV =| —az; 0 - avec a;; =%
: R a1
Au deuxiéme pas, on trouve
A®) = M@ % 4@ (VL.06)
ol 1 0 0 .0
o 1 1 . 0\ a®
MO =0 —az, ~ *~ | avec ap =%
: : oo a,,
De la méme maniere au ki¢me pas d'élimination, on obtient :
Ak+D) — k) ¢ 4K (VL.07)
Ce qui nous donne : AW = -1 x A-D = Y= 5 ppn=2) yyn=3) - MO x 4@
D’ou AV = pyn-1) y g(n-1) — (M(n—l) x Mm=2) py(n=3) M(l))_l x AM
= (MD) " x (M@)7" x (M®D) " x 4™
Posons 1 0 0 . 0\
» » Lo e 11 0
L=MY) (M®) .(M"V) " =|a, azp = - |
a;z 0(;12 0 .. 1/
alV ay aﬁ}\
U=am=| 0 ay . ay|
o0 0 . am /
Exemple n=05
Résoudre le systeme précédent avec la méthode de factorisation LU.
Solution
1 3 3
AV =(2 2 0
3 2 6 )/
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(| On calcule A® = M@ x 4D oy

0
1
0
1 00 1 3 3 1 3 3
A(2)=M<1>><A<1>=<—2 1 0>x<2 2 0>=<0 —4 —6)
-3 0 1 3 2 6 0 -7 -3

On calcule A® = M@ _A@ oy

1 0 O
M@ = 0 1 0
0 7 1
4
1 (1) 0 1 3 3 (1) 34 36
A® =@ @ = | 0 7 O1x(0 -4 —6|= s
0o —— 1 -7 - —
7 0 -7 -3 0 0 >
La matrice A® est ainsi triangulaire supérieur, c'est la matrice U.
D'autre part, on a:
B L 1 0 0N' 4,1 0 ON*' /10 0 3(1)8
L=MY) xMP) " =-2 1 0| x(0 1 0] =(2 1 0]x y
-3 0 1 0 —-7/4 1 3 0 1 ()Z1
1 0 0
(2 1 0
B 3 4 1
4
On a ainsi factorisé A sous la forme :
1 0 0 1 3 3
2 1 0 0 -4 -6
A=LxU= X 7 ) X 0 o 15
4 2

Résoudre A X x = b revient a résoudre. LU X x = b. On pose alors y = U X x, la résolution
du systéme initial revient a résoudre successivement les deux systemes.

1 0 O V1 0 0
LXy=b = 2 .} 0 X| Y2 |=| 2 = y = 2
S V3 11 15/2
1 3 3 X1 0 3
; , 0 -4 -6
Finalement,onrésout : U Xx =y = 15 X| X2 | = 2 =x=| -2
00 = X3 15/2 1
5. Exercices
—"lExercice n=01 ||| S.EX:91 |—
X1 +3x2 +3x3 = 0
Soit le systeme linéaire donné par: {2x; +2x, = 2

3x, +2x, +6x3 = 11
1- Ecrire le systéme linéaire sous la forme matricielle 4. x = b.
2- Résoudre le systeme par la méthode de Gauss.
3- En déduire det(4™1)
Ex. 01 TD Adrar 2012

- J
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/—”Exercice n=02 ||| S.EX: 92 |—\

1 1 1 X1 1
Soit le systeme linéaire : <2 2 5|x <x2 = 2)
4 6 8 X3 5

1- Vérifier que 1'algorithme de Gauss sans pivotions ne peut pas étre exécute jusqu'au bout.

2- Résoudre le systéeme par la méthode de Gauss avec pivotions.
Ex. 02 TD Adrar 2012

—|||Exercicené03 ||| SEX:93 |_

X, +3x, +3x3= -2
Soit le systeme {le +2x, +5x;3
3x; +2x, +6x3= 12
1- Résoudre ce systéme par :
* (a) La méthode de Gauss.
» (b) La stratégie du pivot partiel.
* (c) La stratégie du pivot partiel composé.
®» (d) La stratégie du pivot total.

2- Factoriser la matrice A du systeme en produit LU, puis résoudre le systéme linéaire donné.
Ex. 05 TD Adrar 2012

Il
~

—||Exercice n=04 Il sex:o4 [—
3x; +2x, —x3 = 5§

Soit le systeme d’équations linéaires suivant:{ x; —x; +x3 = 1
2x; —4x, +5x3 = -3

1- Résoudre le systéme par la méthode de Gauss-Jordan
Ex. 06 TD Adrar 2013

—"lExercicenéOS "l S.EX:95 |—

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode du pivot partiel :
X+2y +3z2 =6
2x +3y +z =1
3x + y+ 2z =5

—|||Exercicen£06 ||| SEX:96 |_

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode du pivot partiel
composeé :

Il
o

x + 2y + 3z

{2x+3y+z=1
3x + y + 2z =5

—||Exercice n=07 | sex:97

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode du pivot total :
2x +3y —z =6
{x -2y +z =4
3x +y+4z =7

—|| Exercice n=08 | sex:98

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode de Gauss-Jordan :
x+ 2y +3z =6
{Zx +3y+z=1
3x +y+ 2z =5

N
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Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode de Gauss-Jordan :
2x +3y —z =6
{x —2y+z=4
3x +y +4z =7

/—”Exercice n=09 "l S.EX: 99 |—\

Méthode de factorisation LU : a) Déterminer la factorisation LU de la matrice suivante :

1 2 3
(25 7)
3 7 13

—"lExercice n=10 ||| SEX: 100 |_

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode de factorisation LU :
Ix + 2y + 3z = 6
{2x+5y+7z=17
3x + 7y + 13z = 32

—{|[Exercice n211 Il sEx: 101 —

Résoudre le systeme suivant en utilisant la méthode factorisation LU :
2x + 3y +z =1
{ 4x + 4y —z =0
—2x —y +z = -1

—|| Exercice n=12 m S.EX:102 |—

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode de Gauss-Jordan :
2x + 3y —z =17
{x -y + 4z = -4
5x + 2y — 3z = 0

—1i| Exercice n=13 {lf SEX: 103 |—

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode de Gauss avec pivot
partiel :

x+y—z=-2

{3x—2y+z=5
2x — 3y — 2z = 3

—"lExercice n=14 ||| SEX: 104 |_

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode de factorisation LU :
4x +y -z =1
{ x + 2y +3z =11
—2x + 4y —z = —1

—"lExercice n=15 ||| SEX: 105 |_

1- Mettre ce systeme sous la forme matricielle Ax = b
2- Calculer sa solution exacte par la méthode d’élimination de Gauss puis en déduire la valeur
du déterminant de la matrice A.

—"lExercice n=16 ||| S.EX: 106 |—
Soit le systeme linéaire suivant :
x+2y+3z =6
{Zx + 5y + 2z = 4
3x +y+6z=1

Considérer le systeme linéaire ci-dessous :

—"lExercice n=17 ||| SEX:107 |_

N

y
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x+2y+z=28
3x +y + 2z =11
1- Ecrire 'équation matricielle Ax = b puis calculer sa solution exacte a 'aide de la méthode de
Gauss.

—{|[Exercice n218 Il sEx: 108 —

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode de factorisation LU :
{ x+y+z=26

/] {2x+3y+z=9

2x +y + 3z =11
4x + 3y + 4z = 18

—"lExercice n=19 ||| SEX:109 |_

Considérer le systéme linéaire ci-dessous :
{Zx + 3y +z =11

X+ 2y +z=28
3x +y + 2z =11
1- Mettre ce systeme sous la forme matricielleAx = b.
2- Trouver la décomposition A = LU, puis en déduire la solution exacte de I'équation Ax = b et
la valeur du déterminant de la matrice A.

—iHExercice n=20 m S U0 I_
Résoudre avec une méthode de votre choix, détailler les étapes de votre méthode.
4x, +2x, +x3 = 4 —4x;  +x; +X3 +x, =1
—x;  +2x, =2 X4 —4x, +x3 +x, =1
@ 2x;  +x, +4x3=9 ® xp Xy —4xz txy =1
X1 +x, +x3 —4x, =1
X1  —2x, +3x3= 12 [ 6xq —2xy +2x3 +4x, = 16
-x1 —3x, 2x3 = 13 12x;, —8x, +6x3 +10x, = 26
© (4x, 4%, +2x3= 0 @ 3 3% —13x, +9x, +3x, = —19
\—6x; +4x, +1x3 —18x, = —34

N J
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4 Cours n=2 12-13

** Méthodes itératives de résolution
des systemes d’equations linéaires **

1 T OAUCION ettt 56 |
i 1.1. Principe des meéthodes iteratives . 56 j
O e 4o e g e — 56 i
1 1.3. Les conditions A€ CONVETZEIICE ...uueueueureuresressesressesressessessessessessessessessessesssssesssssesssssesssssesssssessessessessessesnes 56!
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(1. Introduction

Quand n est assez grand les méthodes directes ne sont plus envisageables vu le nombre trés
grand d'opérations a effectuer qui engendre la propagation des erreurs d'arrondi. On a alors
recours aux méthodes itératives qui consistent 3 générer -a partir d'un vecteur initial X©.

1.1. Principe des méthodes itératives
Ecrivons d'abord la matrice A sous laforme A = M — N ou M est inversible, alors :
AXX=b & (M-N)XX =be MXX=NXxX + b.
Multiplions les deux cotés par M™%, on aura :
X=M1xNxX+ M1txb
Le principe de toutes les méthodes itératives est le suivant :

Choisir un vecteur X© € R";

Générer la suite (X®)),k € N telle que X*™) = M1 x N x X®) + M~1x b

Sila suite (X)), k € N converge vers X*, alors X* est la solution du systéme.

1.2. Le critére d'arrét

En général I'arrét se fait sur l'erreur relative de deux itérés successifs X et X k+1)
|x et — x| (VIL 01)
<¢
/lx(k+1)| =

Ou ¢ choisi petit. Erreur absolue est déterminée par :

|xk+D) — xB)| < ¢ (VIL 02)
1.3. Les conditions de convergence
Si A est une matrice a diagonale dominante, alors la méthode itérative converge.

Exemple n=06
Soient les deux systemes linéaires A;. X = b

1 2 -2 31 1
A=(1 1 1) A2=23O>
2 2 1 0 1 2

Etudier la convergence

Solution
lay| =1, lapl +lasl =2+2=4 |ay;| <las,| + |as]
laz| =15 lagi] +laxs| =14+ 1=2 Jaz| <|ax|+ |az;]
lass| =1; lasi| +lag:| =2+2=4 |ass| <laz| + |as]
laii| > Y71 jui|ai;| N'est pas satisfaisant, on peut rien dire.
lay| =35 lapl+lasl=1+1=2 |ay;| > |ag;| + |ags]
lazz| =35 lazil +las| =2+0=2 l|az| > |az| + [azs]
lass| = 2; lagi| +las| =0+ 1=1 Jass| > |as| + [as,|
Nous concluons que le processus itératif converge.

Rappel de la norme 1
n
Vecteur V= (Vj;...; %) € R" Wi=>
i=1
n
IM]l; = max (Z [myj| )
j=1
n
Matrice M = (m;;) € (R) IM||; = max (Zi= my;| )?
n n 2
1Ml = max| > |
=1 j=

N J
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/

— Théoréeme 10 |- Critere de convergence

La suite (X)), k € N définie par : {X 0 € R™ quelconque
XD =g xx® + ¢
Les propositions suivantes sont équivalentes :
1-  convergevers X" sietsip(B) < 1
ou p(B) = max{|A|/A valeur propre de B} le rayon spectral de B

2-  ||B || < 1 pour au moins une norme matricielle

2. Principales méthodes itératives

D’autres techniques sont appliques dans la méthode itérative, on décompose
lamatriceA: A=D—-E—-F

a1 Az e Qqp a; 0 .. 0 0 0 . 0 0 —ay .. —ayp
a21 a22 e aZn _ 0 a22 e 0 _ _a21 0 e 0 _ 0 0 _azn
An1 QApy - Qup 0 0 .. am —Qap1 —Qpy ... O 0 0 0

Oou: D : la diagonale de A,
-E : la partie au-dessous de la diagonale de A,
-F : la partie au-dessus de la diagonale de A.
Pour cela il y trois techniques itératives :
03) Méthode de Jacobi: M =D,N= E+F
04) Méthode de Gauss-Seidel:M = D — E,N = F
05) Méthode de relaxation: M = iD —E, N = (i— 1)D +F, weR".
2.1. Méthode de Jacobi
Dans la méthode de Jacobi, on choisit: M=D,N= £+ F
AxX=bo D-E-F)xX=boDxX=(E+F)xX+b
XE+D = DU (E4+F)xX® +D 1 xb (VIL 03)
X&) = o x00 4 B (VIL. 04)
Avec: ] =D X (E+F)et f=D"1xb
2.1.1. Convergence

La méthode Jacobi converge si la matrice itérative /] = D1 X (E + F)a une norme 1
inférieure a 1

Exemple n=07
Soient le systeme linéaire A;. X = b
3x; +x, +x3 =1
2x; +3x, =2
0 +x, +2x3 =-4
Etudier la convergence de la méthode Jacobi;

Solution
Etude de convergence

3 1 1 3 0 0 0 0 O 0 -1 -1
A=<2 3 O>=>D=<O 3 O); E=<—2 0 O); F=<O 0 0)
0 1 2 0 0 2 0 -1 0 0 O 0
1/3 0 0 0 -1 -1 0 -1/3 -1/3
]=D_1><(E+F)=<0 1/3 0>X<—2 0 0>=<—2/3 0 0 >
0 0 1/2 0 -1 O 0 -1/2 0

Etude de la convergence par la norme ||J||;

/1l = i|'| = (2 e 1)— (251)—0833<1
Jll; = max .1]” = max 33733 = max 3ig3) =0
]:

\
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Puisque la norme canonique ||/||; estinférieure a 1, le processus itératif de Jacobi est convergent.
Etude de la convergence par la norme canonique ||/l

121 221
I/1l; = max Z|ju| max( §;§;E)=max<§;§;§>=0.66<1

Puisque lanorme canomque || /||; estinférieure a 1, le processus itératif de Jacobi est convergent.
Etude de la convergence par la norme canonique ||/ ||

11
= |-==09574<1

IVl = max =

Puisque la norme canonique ||/ ||, estinférieure a 1, le processus itératif de Jacobi est convergent.

2.1.2. Présentation d’algorithme

On va, dans ce qui suit, expliciter les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel, et cela sur
un systeme linéaire a trois équations (n = 3).
ay1%;  tagpx; tagzxz= by
{a21x1 tazx, +azxz;=b,
az1X1 +azxX; +azzxXz= b;
Les (a;;),i = 1,2, ...,n étant supposés non nuls ; tirons x,, x, et x5, on obtient :
x; = (by — ag2x; — ay3%3)/asq
Xy = (by — az1x1 — Az3X3)/ Az
x3 = (b3 — azixy — aszyx;)/ass

La forme récurrente de la méthode de Jacobi pour un systéme a trois inconnus :
k
X£ +1) (b - alzx( ) - a13.x3 )/a11
k+1
( = (b — a21x( )~ a23x3 )/azz
K
kﬁé = (b3 a31x§ ) a32x2 )/‘133
La forme générale :
n
b: a;i
(k+1) _ Di Z i .k
X; =—— ) —Xux;
i ay Luay 7 (VIL. 05)
j=1
Jj#i
Exemple n=08
Trouvez la solution apres six itérations. X ©(0,0,0)
Solution
Résolution du systéme
3x1 +x2 +X3 =1 X1 = (1 — Xy — .X3)/3
2x; +3x, =2 =<x,=(2-2x,)/3
0 +x2 +2x3 =—4 X3 = (_4 - xz)/z
La forme récurrente :
(k) (k)
(x(k+1) 1-x" —x3
1 3
(k)
R X©(0,0,0
2 3
K k
kx§ - (4—x§ ))/2
k X1 X X3 maX(lX(k+1) - X(k)|)
0 0 0 0 -
1 0.333 0.667 -2 2
- J
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( 2 0.778 0.444 -2.333 0.444
3 0.963 0.148 -2.222 0.296
4 1.025 0.025 -2.074 0.148
5 1.016 -0.016 -2.012 0.062
6 1.01 -0.011 -1.992 0.021
7 1.001 -0.006 -1.995 0.009
8 1 -0.001 -1.997 0.006
9 0.999 0 -2 0.003
10 1 0.001 -2 0.001 < ¢ Stop
2.2. Méthode de Gauss-Seidel
Dans la méthode de Gauss-Seidel, on choisit: M = D —E,N = F
(D—E-F)xX=Bo (D—E)XX=FxX+bh
XU+ = (D —E) " IxFxX® 4+ (D—-E)"1xb (VIL. 06)
X&+D — 6 x x®) 4 B (VIL.07)

Avec:G=(D—E)'xFet B=(D-E)?
2.2.1. Convergence

La méthode Gauss-Seidel converge si la matrice itérative G = (D — E)™! X F 4 une norme 1
inférieurea 1

Exemple n=09
Prenons le systeme d'équations suivant:
3x;1 +x; +x3 =1
2x; +3x, =2
0 +x, +2x3 =-4

Etudier la convergence de la méthode de Gauss, en étudiant :
1- La norme 1
2- Le rayon spectral

Solution
1- Lanorme 1

3 1 1 3 0 0 0 0O O
A=|2 3 0|=D=|0 3 0); E={(-2 0 O0]|; F
0 1 2 0 0 2 0O -1 0

30 0t 0 -1 —1
G=MD-E)'xF=(2 3 0] x|/0 0 0

0 -1 -1
(O 0 0
0 O 0

0 1 2 0O O 0
ID—E| =18
3 0 2 0 2 3
Xu=CD2[] ol=6 Xuo=(CDP|] J|=—4 Xs=CD* 3|=
Yo = G0 D=0 Xp= (DM J=6  Xp=(-D[ J]=-3
0 0 3 0 3 0
Xa= (D3 |20 X = (D[ (|20 Xs= (D[] 5|=09
6 —4 2
adj(D —E) = (0 6 —3)
0O O 9 1
, 1/6 0 0 /3 0 O\
B 2 -3 9 /
1/9 _1/6 1/2
.
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/ Zi 10 ( _1 _1> / ’ _273 _273\
G=|— 0 |=10
\ 1/99 —1 /6 1/, / 0 \0 —139 —1;9/

Etude de la convergence par la norme canonique ||G||;

2 11 2 1

6 6
IG]l; = max Z|gu| max(O t5tgizt §+9> max(0;§;§>—0.66<1

Puisque la norme canomque ||G||; estinférieure a 1, le processus itératif de gauss est convergent.
Etude de la convergence par la norme canonique ||G||;

& 2 4 2
IG|l; = max Z|gi,—| max(3 - §)=O.66<1
l=

Puisque la norme canonique [|G||; est inférieure a 1, le processus itératif de Gauss est
convergent.
Etude de la convergence par la norme canonique ||G||

Puisque la norme canonique ||G||; est inférieure a 1, le processus itératif de Gauss est
convergent.
2- Le rayon spectral

=l s 2 1 2
G-Ml=|0 2/g-2 2/ =—A<(§—A)<—§—A>+a>=0
_1/9 _1/9_/1

p(B) =1/9 = 0.11 < 1 donc la méthode de gauss converge

2.2.2. Présentation d’algorithme
La forme récurrente de la méthode de Gauss

(k+1) (b - alzx( ) - a13x3 )/a11

(k+1) (bz a21x§k+1) —a23x3 )/azz

kx§k+1) (b3 a31x§k+1) a32x§k+1))/a33

La forme générale :

i-1 n
b' a:: a;:
xi(k+1) _ b E :lxj("”) _ 2 ixj(k) (VIL 08)
a;; = a;; i a;

Exemple n=10
Reprendre d’exemple précédent avec la méthode de Gauss

Solution

31 1 1
A=<2 3 0>;b=<2>
0 1 2 —4

La forme récurrente :

- J
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/
(xFHD) = (1 —xF xgk))/3
k k
!I o = (2 - 22V /3 X©(0,0,0)
k x§k+1) _ (_4_ _ x§k+1))/2
k X, Xy X3 max(lX(k“) - X(k)l)
0 0 0 0 -
1 0.333 0.444 -2.222 2.222
2 0.926 0.049 -2.025 0.593
3 0.992 0.005 -2.003 0.066
4 0.999 0.001 -2 0.007
5 1 0 -2 0.001 <¢ e Stop

2.3. Méthode de relaxation
Dans la méthode relaxation, on choisit: M = %D —E, N= (% — 1) D+F, weR".

Ona:
AXx=b=>wD—-E—-F)Xx=bXw
& —wEx + Dx = w(F — D)x + wb + Dx
< (D —wE)x = (wF + (1 —w)D)x + wb
o x=0D—-wE) Y (wF+(1—-w)D)x+w(D—wE)™'h

x**D = (D — wE) Y (wF + (1 — w)D)x™® + w(D — wE)™'b
La forme générale :

i-1 n
w
xi(k“) =(1- a))xi(k) + = b; — z al-jxj(k“) — Z al-jxj(k) (VIL 09)
T j=1 j=i
La convergence ne se produit habituellement que pour 0<w<2.

Note :

Siw < 1, on parle de sous relaxation.

Siw =1, c’est la méthode de Gauss Seidel.
Siw > 1, on parle de sur relaxation

2.3.1. Convergence

— Théoreme 11 |— Convergence

On suppose que la matrice A symétrique définie positive.
La méthode de relaxation converge pour tout w €]0, 2|

Exemple n=11
Soient les deux systemes linéaires A.x = b

3 -1 1 -1
A={-1 3 —1>;b=<7>
1 -1 3 -7

En partant x© =10,0,0], déterminer les six premieres itérés de la méthode de relaxation

Solution
01-Vérification que A est symétrique

3 -1 1

At = (—1 3 —1) = A alors la matrice est symétrique
1 -1 3

02- Vérification que A est définie positive

Le polynéme caractéristique de A

- J
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( 3-1 -1 1
|A=All=| -1 3-12 -1
33 1 —1 3 - /1 .
p=a-a=G-nf oA T T
= (3—/1)(/12—6/1+8)+/1 2+/1 2
=B-1DA1=-2)A—-4)+2(1-2)
=1-2)(B-1DA1—-4) +2)
=A-2)(—2*+71-10)
=-(1-2)1-50-2)
A=2>0
=0=
Pah) =0 {/1=5>0
D’ou le spectre de A
Sp(4) = {2, 5}
Les deux valeurs propres sont positives alors A est définie positive
Alors Vw €]0, 2[ | la méthode de relaxation converge
03- Application
fx£k+1) — ( 14+ x(k) (k))/s
3 xgk“) (7 + xfk“) + xgk))/S Méthode de Gauss w =1
(k+1) _ (_7 _ (k+1) n x(k+1))/3
(x (k+1) =(1- w)x(k) ( 1+ x(k) xék))/3
X x(k“) =(1- w)x(k) +w (7 + x§k+1) + xgk))/B
kxékﬂ) =(1- w)x(k) +w (—7 — xfkﬂ) + x§k+1))/3
On prend w = 1.25 on aura
x Y = _0.75x% 4 1.25x% /3 — 1.25xF /3 — 1.25/3
X = —0.75x 4+ 1.25x %Y /3 + 1.25x /3 + 8.75/3 x©(0,0,0)
("“) —0.75x{¥ — 1.25x%*Y /3 4 1.25xF*Y /3 —8.75/3
k X, X, X3 max(|x ¥+ — x®)|)
0 0 0 0 -
1 -0.42 2.74 -1.6 2.74
2 1.5 2.19 -2.23 191
3 1.05 1.88 -2.01 0.45
4 0.94 2 -1.97 0.12
5 1 2.01 -2 0.06
6 1.01 2 -2 0.01 Stop
3. Exercices
—"|Exercice n=01 ||| S.EX:111 |—
4x, +0,24x, —-0,08x3 = 8
Soit le systéeme: {0,09x; +3x, —0,15x3 = 9
0,04x1 _0,8x2 +4‘x3 = 20
1- Montrer que le processus itératif X **1 = aX® 4 B pour ce systéme est convergent.
2- En utilisant la méthode de Jacobi quel est le nombre d’itérations nécessaire pour estimer la
solution de ce systeme avec une précision de deux décimales exactes, en partant du vecteur
initial X = (2,3,5)7
Ex. 01 TD 07 Adrar 2012

-
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On consideére le systeme d'équations linéaires suivant :
3x +y—z=10
{ x—4y +z = -7
2x + 3y — 7z = 15
1- Utilisez la méthode de Jacobi pour trouver la solution approchée du systéme ;
2- Utilisez la méthode de Gauss-Seidel pour trouver la solution approchée du systeme ;
3- Comparez le nombre d'itérations nécessaires pour atteindre la tolérance pour chacune des
méthodes.

Nous fixons une tolérance de 0,01 pour les deux méthodes.

/—l |Exercice n=02 ||| S.EX:112 |—\

1- Monter que l'algorithme de Jacobi associé a ce systéme converge

2- Combien d'itération suffirait-t-il d'effectuer pour obtenir une solution approchée avec une
précision de 107*

3- Appliquer le processus de la simple itération (méthode de Jacobi) jusqu'a atteindre la
précision £ = 107*

Ex. 02 TD 07 Adrar 2012

—"lExercice n=03 ||| S.EX:113 |—
1,02x; —0,05x, -0,10x3 = 0,795

Soit le systeme: {—0,11x1 +1,03x, —0,05x3 = 0,849
-0,11x; —-0,12x, +1,04x; = 1,398

7 -1 -1 X1 12
Soitle systtmeA.x =b: (-1 10 2 |X|X2]|=(-6
1 -3 12 X3 41

1- Utiliser la méthode de Gauss-Seidel pour trouver la solution du systeme donné avec une
précision de 1072. On donne I'approximation initiale de la solution X(® = (1,9; —0,8; 2,9)7
Ex. 03 TD 07 Adrar 2012

—|||Exercice n=04 "l SEX:114 |—

2 -1 0 X1 0
Soitle systeme A.x =b ou (—1 2 —-1|x <x2> = 1)
0 -1 2 X3 0

1- Montrer, que la méthode de Jacobi correspondante au systéme converge quel que soit X,

2- Donner les équations d'itération de la méthode de Jacobi

3- Reprendre les deux premieres questions avec la méthode de Gauss-Seidel

4- Calculer les trois premieres itérés obtenus par la méthode de Gauss-Seidel en partant de
X© = (0;0;0)"

5- Donner le nombre suffisant d'itérations pour que la méthode de Gauss-Seidel donner une

solution approchée a 10~ 3prés.
Ex.01 TD 07 Adrar 2012

—"l Exercice n=05 ||| S.EX: 115 |_

On considere la matrice A et le vecteur b définis par :
1/8 0 1/4 3/8
A=<O 1/3 0) b=<1/3>
1/2 0 1/8 5/8
1- Ecrire le processus itératif de Jacobi correspondant au systéme AX = b.
2- Etudier la convergence de cette méthode.

3- Soit X = (1/2,0,1)7, calculer XD et X@ Donner I'erreur absolue commise dans chacun
des cas.

—"lExercice n=06 ||| SEX:116 |_

N

—1l|Exercice n=07 | sex: 117 |

y
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Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode de la méthode de
Jacobi :

2x + 3y +z =11
{ x+ 2y +z =28
3x +y + 2z = 11
—{|[Exercice n=08 | sEx: 118 —

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode de la méthode de
Gauss-Seidel :

9
x+2y+z=28

{3x+y+z=
x+y+ 3z =11

—"lExercice n=09 ||| S.EX:119 |_

Résoudre le systeme d'équations linéaires suivant en utilisant la méthode de la méthode de
relaxation :

3x +4y +z =11

{4x+3y+z=10
X +y+ 2z =25

—"lExercice n=10 ||| S.EX: 120 |—
On consideére le systeme linéaire A.x = b, ou la matrice A est définie de la fagon suivante :
1 201-p8) O
A= (1 2 0) et B est un paramétré réel.
0 0 1

1- Sans calculer les matrices d’itération, donner une condition suffisante sur le parametre f € R
pour que les méthodes de Gauss-Seidel et de Jacobi soient convergentes. (A doit étre une
matrice a diagonale dominante stricte par ligne.)

2- Calculer les matrices d’itération ] et G des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel,
respectivement. Etablir pour quelles valeurs de {8 les méthodes sont convergentes et indiquer
quel est le rapport entre les vitesses de convergence.

N

Polycopié : Méthodes Numériques




Université TAHRI Mohammed Béchar*Faculté de Technologies*Département de Génie Electrique

G gl gl * L o S0 IS # L a5l Hadla

Page | 65

[10]
[11]

[12]
[13]

[14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]
[22]

[23]

[24]

[25]

N

Bibliographie

M. Abdelbaki. Méthodes Numériques [Online].
Available: https://fac.umc.edu.dz/fstech/cours/G%20Transport/Cours-meth-
num%20GT.pdf

G. Allaire, Analyse numérique et optimisation: une introduction a la
modélisation mathématique et a la simulation numérique: Editions Ecole Polytechnique,
2005.

0. Bachmann, Exercices avec solutions vol. 5: PPUR presses polytechniques, 1986.

G. CONNAN. Une année de MAPLE et SCILAB en MP [Online].
Available: https://www.scilab.org/sites/default/files/PolyMapleMPstar_12_13.pdf

E. G. Da Silva, "Méthodes et analyse numériques,"” 2007.

].-P. Dedieu, Points fixes, zéros et la méthode de Newton vol. 54: Springer, 2006
DOI: 10.1007/3-540-37660-7.

J.-P. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles: EDP sciences Les Ulis,
2006.

A. DKALX, "PolynBmes orthogonaux formels-applications. vl “Lecture Notes
m Mathematics.” Vol. 974," ed: Springer-Verlag. Heidelberg, 1983.

J. Dupuis, "Recueil de problemes numériques et d'exercices de calcul: a l'usage
des aspirants au baccalauréat &s sciences et a I'Ecole Impériale Militaire de Saint-Cyr: Vol.
1: Problemes sur l'arithmétique, I'algébre, la géometrie et le trigonométrie," ed: Dezobry
et E. Magdeleine Paris, 1851.

M. Elkadi and B. Mourrain, Introduction a la résolution des systémes polynomiaux vol.
59: Springer, 2007 DOI: 10.1007/978-3-540-71647-1.

D. Euvrard, "Résolution numérique des équations aux dérivées partielles,"
collection Masson, pp. 58-61, 1994.

A. Fortin, Analyse numérique pour ingénieurs: Presses inter Polytechnique, 2008.

J.-P. Grivet, Méthodes numériques appliquées: Pour le scientifique et l'ingénieur:
EDP sciences, 2020 DOI: 978-2-7598-0990-5.c001.

W. Han and K. E. Atkinson, Theoretical numerical analysis: A functional analysis
framework: Springer, 2009 DOI: 10.1007/978-1-4419-0458-4.

F. Jedrzejewski, Introduction aux méthodes numériques: Springer Science &
Business Media, 2005.

[. Lahouari, "Calcul et Programmation,” 2020.

M. Lakrib, "Recueil d’Exercices Résolus d’Analyse Numérique."

P. Lascaux and R. Théodor, Analyse numérique matricielle appliquée a I'art de I'ingénieur
vol. 2: Masson Paris, 1986.

K. MEBARK]I, "Analyse Numérique."

B. Nabila, "Recueil d'exercices corrigés sur les méthodes numériques,” 2021.

N. Puech, Maple-Regles et fonctions essentielles: Springer Science & Business Media,
2009 DOI: 10.1007/978-2-287-48607-4.

L. Pujo-Menjouet. Introduction a 'analyse numérique [Online].
Available: http://math.univ-lyon1.fr/~pujo/introananum-2018.pdf

A. Quarteroni, R. Sacco, and F. Saleri, Méthodes Numériques: Algorithmes, analyse
et applications: Springer Science & Business Media, 2008 DOI: 10.1007/978-88-470-
0496-2.

P. Rabier and ].-M. Thomas, Exercices d'analyse numérique des équations aux
dérivées partielles: Elsevier Masson, 1985.

M. SAAD. ANALYSE NUMERIQUE [Online]. Available:
https://www.math.sciences.univ-nantes.fr/~saad/coursanume.pdf

y

Polycopié : Méthodes Numériques


http://dx.doi.org/‎‎10.1007/3-540-37660-7.‎
http://dx.doi.org/‎‎10.1007/3-540-37660-7.‎
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-71647-1.‎
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-71647-1.‎
http://dx.doi.org/978-2-7598-0990-5.c001.‎
http://dx.doi.org/978-2-7598-0990-5.c001.‎
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4419-0458-4.‎
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4419-0458-4.‎
http://dx.doi.org/10.1007/978-2-287-48607-4.‎
http://dx.doi.org/10.1007/978-2-287-48607-4.‎
http://dx.doi.org/10.1007/978-88-470-0496-2.‎
http://dx.doi.org/10.1007/978-88-470-0496-2.‎

Université TAHRI Mohammed Béchar*Faculté de Technologies*Département de Génie Electrique

il 5ol il an * i )1 A * L dene 5 ale nala

Page | 66

N

-

Biographie

Nom et : ABDERRAHMANI Abdesselam.
Prénom f)L“J/_)'_u: PP DEN e
Email : abderrahmani_a@yahoo.fr;
abderrahmania@gmail.com ; %;@;,6 )
abderrahmani.abdessalam@univ-bechar.dz . —
Site : https://sites.google.com/site/Imdelectrotechnique/home M
ORCID . 0000-0002-8690-2763 e o
SCOPUS - 35812026400 | |

ResearcherID : AAG-6152-2019

ABDERRAHMANI A, : est fitulnive d'un doctorat de [Universits de Béchar, ﬁmﬂfanf sur le contrdle et la commande
dles systémes "FACTS". I a travaillé pen/am‘ onze ans au sein d'une sociéts de distribution éﬂecfrique, dont six ans en tant que chef
de prp/ez‘ SCADA. De 20t 4 2016, il a été F!I'O][GJ'J‘BMV a (Universits d'Advar. En 2016, il a @'m’nf (Université de Réchar.

Ses recherches J'cienﬁfiziuey fortent sur le controle et (n commande des systémes é/ecfriziuef, [étude de o stabilits a@mmique dls véseaux
A'alimentation éécfrique, ainsi que sur le ﬁncﬁannemem‘ ef ln séeurité des Jyyfémey industriels, Actuellement, il travaille en tant

qu 'em‘@nﬂnf a luniversits

Polycopié : Méthodes Numériques



mailto:abderrahmani_a@yahoo.fr
mailto:%20%20abderrahmania
mailto:abderrahmani.abdessalam@univ-bechar.dz
https://sites.google.com/site/lmdelectrotechnique/home

